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CHAPITRE

1
I Introduction

1.1 Contexte

Le XXe siecle a été marqué par l'arrivée de 1’électronique, une branche de la physique
appliquée, traitant entre autres de la mise en forme et de la gestion de signaux électriques.
L’assemblage de divers composants électroniques permet de concevoir des systémes « intel-
ligents » assurant une fonction spécifique. Le nombre de ces systéemes ne cesse d’augmenter
et d’apporter leur contribution pour la résolution de problémes de plus en plus complexes.

Plusieurs systemes électroniques peuvent étre utilisés conjointement afin d’effectuer des
taches compliquées. Pour simplifier, nous avons recours a un assemblage de plusieurs sous-
systeémes travaillant en collaboration ce qui implique la résolution efficace du probléeme des
communications. La communication entre ces sous-systemes doit étre siire et pertinente. En
effet, si 'une des communications entre deux sous-systémes est défectueuse, alors I’ensemble
du systeme est perturbé et perd de sa fiabilité. Les systemes doivent non seulement parler
un langage commun, mais aussi suivre un ensemble de regles appelé protocole de commu-
nication. Afin d’assurer des communications sans erreur entre les différents systémes, les
protocoles doivent étre correctement spécifiés.

Avec I'arrivée des ordinateurs et plus spécifiquement d’Internet, les communications entre
systemes deviennent de plus en plus complexes. Il est alors difficile d’établir I’ensemble des
regles des protocoles et de certifier que celui-ci est correctement spécifié. Pour cette raison,
afin de mieux visualiser les interactions, les protocoles de communication sont généralement
spécifiés de maniére graphique. De plus, diverses propriétés peuvent étre vérifiées automa-
tiquement sur ces représentations graphiques afin de garantir que certains types de défauts

sont exclus.

1.2 Contributions

Les MSG (pour « Message Sequence Graphs ») sont un formalisme bien connu et souvent
utilisé pour décrire des ensembles de scénarios de maniere visuelle dans le domaine des pro-
tocoles de communication. Les exécutions du systéme communicant sont alors représentées
par des ordres partiels d’événements répartis sur des sites distants, appelés instances. Nous
nous intéressons dans la premieére partie de la these a la détection de la divergence [18] et
a la vérification de la coopération globale [50, BI] pour un MSG donné. Nous considérons
également les propriétés d’accessibilité et de couverture relatives au contenu des canaux au
cours des exécutions. Notre premiere contribution consiste a utiliser des solveurs SAT afin
de résoudre ces problémes efficacement. Nous comparons cette approche aux outils exis-
tants & 'aide de plusieurs benchmarks. Bien que les MSG aient été 'objet de nombreux
travaux dans la littérature, on constate qu’ils patissent d’une certaine rigidité. En effet, la

notion de variables ou de compteurs est souvent écartée par souci de simplification ce qui
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réduit I'expressivité du formalisme. De méme les contraintes temporelles sont exclues car
elle conduisent a 'indécidabilité de propriétés de base telles que la divergence [28]. Nous
étudions donc dans la suite de cette these un modele plus général permettant de vérifier le

méme type de propriétés pour des spécifications plus complexes.

Considérons un ensemble de réactions qui ont lieu au sein d’une collection de particules
telles que chaque réaction consomme un multi-ensemble de particules disponibles et produit
une combinaison linéaire d’autres types de particules. Considérons de plus un état de controéle
qui détermine si une régle peut se produire ou non et tel que I’exécution de cette régle conduit
a un nouvel état de contrdle. Ce modele correspond aux réseaux de Petri avec états (ou PNS
pour « Petri Net with States ») que nous introduisons dans la seconde partie de la these. Les
PNS sont simplement des systemes d’addition de vecteurs avec états sans la contrainte de
se limiter & des régles pures. Nous présentons une sémantique d’ordres partiels pour les PNS
qui étend la sémantique habituelle des processus des réseaux de Petri. L’approche est simple
et naturelle. D’abord, nous considérons I’ensemble des séquences de calculs franchissables
d’un PNS; ensuite nous définissons les processus qui représentent une séquence donnée.
Ainsi, chaque processus décrit des dépendances causales entre des événements partiellement
ordonnés. Cela signifie que deux regles qui apparaissent I'une apres 'autre dans une séquence
de regles peuvent se produire simultanément dans un processus. Le modele des MSG étudié
dans la premiere partie peut alors étre considéré comme un cas particulier de PNS ou
les réactions autorisées sont uniquement 1’émission et la réception de messages entre des
instances. Nous expliquons comment modéliser des compteurs ou des timers dans des MSG
étendus sous la forme de PNS. Etendre les MSG dans le cadre des réseaux de Petri est une

idée naturelle déja explorée sous d’autres formes dans la littérature [12, [16] [17, 29].

Nous nous intéressons a trois problemes de vérification classiques sur ’ensemble des
marquages accessibles par les préfixes des processus : le caractere borné, la couverture et
I’accessibilité. Nous montrons comment réduire ces problémes au cas particulier des réseaux
de Petri de telle sorte que tous les résultats de complexité et de décidabilité s’étendent
des réseaux de Petri aux PNS sous la sémantique des processus. Nous montrons également
que ces résultats s’appliquent au cas particulier des MSG étendus sous la restriction FIFO.
Nous obtenons ainsi un modele qui étend les MSG a l’aide de compteurs et de timers et pour
lequel les propriétés élémentaires telles que le caractere borné ou ’accessibilité sont déci-
dables, contrairement au formalisme étudié dans [48]. Nous expliquerons cette contradiction
apparente en comparant brievement les deux approches du point de vue de la spécification

de contraintes temporelles et de la sémantique adoptée.

La notion de non-divergence pour un MSG coincide avec le caractére borné par préfixe
pour les PNS. Cependant, 'expressivité des PNS est plus grande que celle des MSG. En
particulier, la non-divergence d’'un MSG est coNP-complet alors que le caractére borné
par préfixe d’'un PNS requiert un espace exponentiel. Pour contourner ce probleme, nous
proposons dans la troisieme partie de la these d’abstraire les propriétés a vérifier, de sorte que
si I'abstraction d’une propriété est satisfaite, alors cette propriété est satisfaite. L’abstraction
que nous proposons consiste a vérifier les propriétés de maniere structurelle, c¢’est-a-dire a

vérifier si, quel que soit le marquage initial, la propriété reste satisfaite. Nous pouvons citer
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Chapitre 1. Introduction

par exemple le caractere structurellement borné qui assure que, quel que soit le marquage
initial, le nombre de particules est borné au cours des exécutions. Cette abstraction est
intéressante, car vérifier le caractere borné d’un réseau de Petri fourni avec une configuration
initiale nécessite un espace exponentiel [43],[74] alors que vérifier le caractére structurellement
borné est polynomial [43] [81]. Nous observons que la vérification d’une propriété structurelle
pour un PNS se résume a trouver un cycle particulier, que nous appelons cycle pathologique,
dans un graphe. Dans [68], Kosaraju et Sullivan ont montré comment vérifier I’existence de
tels cycles en temps polynomial.

Nous introduisons la notion de propriété semi-structurelle afin de considérer des PNS
paramétrés. Cela consiste a fixer le marquage initial d’un sous-ensemble approprié de places,
puis a vérifier les propriétés structurelles sur les places restantes. Nous pouvons ainsi vérifier
une propriété sans fixer la valeur initiale de certaines variables vue comme des paramétres
du systeme. Néanmoins le degré d’abstraction adopté est parfois excessif et la propriété
structurelle obtenue insatisfaite. Il est alors utile d’analyser le bug détecté afin de moduler
I’abstraction.

Une caractéristique particulierement attrayante des MSG et des PNS réside dans leur
représentation graphique similaire a un automate. Il est donc intéressant de décrire les
bugs de maniere visuelle. Toutefois, la longueur minimale d’un cycle pathologique dans
un PNS peut étre exponentielle en la taille du PNS. Par conséquent, ’énumération de la
séquence des arcs décrivant un bug est prohibitive et nous avons besoin de concevoir une
représentation compacte des cycles pathologiques. Pour cela, nous introduisons la notion de
lasso. Schématiquement, un lasso comprend un cycle muni de deux chemins aller et retour
vers un neeud initial fixé. En outre, la valuation d’un lasso détermine le nombre d’itérations
de la composante cyclique. Nous montrons comment calculer en temps polynomial un multi-
ensemble de lassos élémentaires avec un nceud de départ commun qui correspond a un multi-
ensemble d’arcs représentant un cycle pathologique. Il est intéressant de noter que le nombre
de lassos élémentaires distincts dont nous avons besoin est au plus égal a la dimension des
vecteurs de poids des régles du PNS. De plus, le point de départ commun de ces lassos peut
étre choisi arbitrairement.

Trouver les contre-exemples les plus courts possible est souvent souhaitable en pratique
pour comprendre le mauvais comportement d’un systeme. Nous observons que la plupart
des problemes de minimisation naturels sont NP-difficiles. Nous montrons ensuite comment
minimiser la taille des lassos des contre-exemples en temps polynomial. Ce résultat s’appuie
sur les travaux fondamentaux de Grétschel, Lovéasz et Schrijver [97] qui montrent comment
résoudre dans certains cas en temps polynomial un systeme d’inéquations ayant un nombre

exponentiel de contraintes.

1.3 Plan de la theése

Cette these se compose de trois parties distinctes. La premiere partie est consacrée aux
MSG. La second partie est consacrée aux réseaux de Petri avec états. La derniére partie est

consacrée & la vérification de propriétés structurelles des réseaux de Petri avec états. Voici
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le plan chapitre par chapitre.

Chapitre [2| : Toutes les notions et les notations utilisées dans au moins deux des trois

parties de cette these sont rassemblées dans ce chapitre.
Partie [I

Chapitre |3| : Nous présentons la problématique de la premiere partie et introduisons les

notions essentielles qu’elle utilise telles que les MSC et les MSG.

Chapitre[d]: Nous présentons les propriétés que nous étudions sur les MSG : l'accessibilité,
la couverture, la divergence et la coopération globale. Chacune de ces propriétés correspond

a un probleme NP-complet.

Chapitre[5|: Nous modélisons chacune de ces propriétés par des formules booléennes dans

le but de les vérifier efficacement & ’aide de solveurs SAT.

Chapitre [6]: Nous mesurons expérimentalement Defficacité de cette approche. Pour cela,

nous comparons nos résultats a divers outils existants a ’aide d’un prototype.
Partie [I1

Chapitre [7] : Nous présentons la problématique de la seconde partie et introduisons la
sémantique d’ordres partiels adoptée pour les PNS. Nous montrons comment les processus

sont créés et comment ce formalisme généralise le formalisme des MSG.

Chapitre (8] : Nous montrons comment nous pouvons vérifier une formule de la logique

MSO sur I'ensemble des processus d’un PNS borné.

Chapitre [9] : Nous montrons comment les propriétés d’accessibilité par préfixe peuvent

étre vérifiées a ’aide d’une réduction aux réseaux de Petri.
Partie [I1I1I

Chapitre :  Nous présentons la problématique des propriétés structurelles et introdui-
sons également la notion de propriétés semi-structurelles. Nous expliquons pourquoi vérifier

ces propriétés revient a détecter des cycles pathologiques.

Chapitre : Nous rappelons comment on peut détecter, sous la forme d’un multi-
ensemble d’arcs, des cycles pathologiques pour le caractere structurellement borné et la

terminaison structurelle en temps polynomial a l’aide de la programmation linéaire.
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Chapitre 1. Introduction

Chapitre :  Afin de représenter des cycles pathologiques de maniére simple et compacte,
nous introduisons la notion de lasso. Nous montrons dans ce chapitre comment calculer en
temps polynomial un multi-ensemble de lassos élémentaires avec un nceud de départ commun

qui correspond & un multi-ensemble donné d’arcs représentant un cycle pathologique.
Chapitre ¢ Trouver les contre-exemples les plus courts est souvent souhaitable en

pratique pour comprendre le mauvais comportement d’un systeme. Nous montrons dans ce

chapitre comment minimiser la taille des lassos des contre-exemples en temps polynomial.
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CHAPITRE

2
I Préliminaires

Ce chapitre introduit les notions et les notations utiles dans au moins deux des trois
parties de cette these. Nous commencons par introduire les graphes qui sont utilisés tout
au long de cette these. Vient ensuite la notion d’ordres partiels qui servira pour les deux
premiéres parties. Nous terminons en définissant les réseaux de Petri, les VAS et les VASS

qui seront utilisés pour les deux dernieres parties.

2.1 Graphe

Un graphe est un objet mathématique composé d’un ensemble de points appelés sommets
ou neuds et d’'un ensemble de liens reliant certaines paires de noeuds entre eux. Ces liens
peuvent étre orientés, on les appelle alors des arcs, ou non orienté, on les appelle alors des
arétes.

Les graphes sont utilisés dans beaucoup de domaines afin de modéliser et abstraire des
problémes. La théorie des graphes a été introduite initialement par Euler dans [45] avec le

probleme des sept ponts de Koénigsberg.

Exemple 2.1.1 (Wikipedia). La ville de Konigsberg (aujourd’hui Kaliningrad) est construite
autour de deux iles situées sur le Pregel et reliées entre elles par un pont. Sixz autres ponts
relient les rives de la riviere a l'une ou l'autre des deux iles, comme représentés sur la fi-
gure . Le probléeme consiste a déterminer s’il existe ou mon une promenade dans les
rues de Konigsberg permettant, a partir d’un point de départ au choix, de passer une et une
seule fois par chaque pont, et de revenir a son point de départ, étant entendu qu’on ne peut

traverser le Pregel qu’en passant sur les ponts.

Afin de résoudre ce probléme, Euler représente la ville sous la forme d’un graphe (fi-

gure 2.1(c)). On obtient ainsi une représentation simple et concise du probleme.

(b) ()

FIGURE 2.1 — Probleme des sept ponts de Konigsberg.

La représentation sous forme de graphe a plusieurs avantages. En plus d’étre une repré-

sentation simple, beaucoup de problemes peuvent étre modélisés avec des graphes. Ainsi tous
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les résultats théoriques existant sur les graphes servent pour un grand nombre de domaines.

Par exemple Euler caractérise une classe de graphes dits eulériens.

Définition 2.1.2 (Graphe eulérien). Un graphe est dit eulérien s’il existe un cycle passant

une et une seule fois par chaque arc du graphe.
Il montre que cette classe de graphes se caractérise simplement par le théoréme suivant.

Théoréme 2.1.3 (Théoréme d’Euler). Un graphe connexe est eulérien si et seulement si

chacun de ses sommets est incident a un nombre pair d’arétes.

Notons que ce théoreme fait référence a un graphe non orienté. Nous verrons plus tard
le cas orienté avec la notion de multi-ensemble d’arcs Eulérien (définition [11.1.1)).

Ainsi, le probleme [2.1.1] se résout facilement en utilisant ce théoreme. Comme le graphe
de la figure a trois noeuds incidents a un nombre impair d’arétes, on peut en déduire

qu’il n’existe pas de cycle passant une et une seule fois par chaque nceud du graphe.

Définition formelle et notations

Formellement, un graphe G est un couple G = (V, A) avec V un ensemble de nceuds et
A un ensemble d’arcs. Chaque arc a € A relie un nceud ¢; a un nceud g9 ; les deux noeuds
q1 et go sont appelés respectivement le domaine et le codomaine de a et sont notés dom(a)

et cod(a) respectivement.

Définition 2.1.4 (séquence d’arcs). Un chemin est une séquence d’arcs v = aj...an € A*

tel que dom(a;11) = cod(a;) pour chaque i € [1.n — 1].

Définition 2.1.5 (chemin fermé et cycle). Un chemin v = ay...a, € A* est fermé sin > 1

et dom(ay) = cod(ay). Un chemin fermé est appelé un cycle.

Définition 2.1.6 (chemin élémentaire). Un chemin v = aj...a,, € A* est élémentaire s’il

ne passe pas deuz fois par un méme neeud, c’est-d-dire dom(a;) # dom(a;) pour tous i < j.

Définition 2.1.7 (cycle élémentaire). Un cycle v = ay...a, € A* est élémentaire si 7y est

un chemin élémentaire.

Définition 2.1.8 (chaine). Une chaine reliant x a y est définie par une suite finie d’arétes

consécutives, reliant T a y.

Définition 2.1.9 (noceuds connexes). Deux neuds sont dit connezxes s’il existe une chaine

entre ces deux neeuds.

Définition 2.1.10 (nceuds fortement connexes). Deux neeuds sont dit fortement connexes

s’il existe un chemin d’aller et de retour entre ces deuzx neeuds.

Définition 2.1.11 (graphe connexe). Un graphe est dit conneze si toute paire de neuds est

connere.

Définition 2.1.12 (graphe fortement connexe). Un graphe est dit fortement conneze si

toute paire de neuds est fortement conneze.
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Chapitre 2. Préliminaires

2.2 Relation d’ordre et ordre partiel

L’utilisation d’une relation d’ordre est une chose qui nous est trés naturelle. En effet, des
notre plus jeune age, les bébés sont capables de dénombrer jusqu’a 4 éléments sans aucun
apprentissage préalable. Ainsi, ils comprennent que « trois bonbons » est supérieur a « deux
bonbons ». Cette notion est ensuite approfondie a I’école dans les cours de mathématiques :
5> 2,2=2 2 < 3, etc. La notion de supériorité ou d’infériorité numéraire est 'une des
intuitions fondamentales des systémes numériques.

Si nous souhaitons maintenant comparer des ensembles d’éléments, cette relation d’ordre
devient partielle. En effet, si un ensemble A contient tous les éléments d'un ensemble B,
alors B est inférieur ou égal & A. Par contre, si A contient des éléments non contenus dans
B et B contient des éléments non contenus dans A, alors A et B ne sont pas comparables.

Suivant une approche classique en théorie de la concurrence [71), 54, [89, [37] les exécutions
d’un systeme paralléle ou distribué seront représentées dans cette these par des ordres par-

tiels étiquetés, également appelés multi-ensembles partiellement ordonnés ou mots partiels.

Définition formelle et notations

Un mot partiel sur un alphabet ¥ est un triplet (E, <X,€) ou (E, <) est un ordre partiel
fini et ¢ est une application de F vers X. Un mot partiel peut étre considéré comme une
abstraction de ’exécution d’un systéme concurrent. Les éléments de E sont des événements
et la lettre {(e) décrit 'action de base qui est effectuée par I’événement e € E. Par ailleurs,
Pordre = décrit la dépendance causale entre les événements. D’un point de vue mathéma-
tique, nous ne distinguerons pas les mots partiels isomorphes. Une extension linéaire d’'un
mot partiel ¢t = (F, <,£) est un ordre total < sur F qui respecte l'ordre causal, c’est-a-dire
=<C<. Elle correspond intuitivement a une vue séquentielle de ’exécution ¢ et peut natu-
rellement étre considérée comme un mot sur ¥. Par LE(¢) C ¥*, nous désignons ’ensemble
des extensions linéaires de t. Pour tous les couples d’événements e, f € E nous écrivons
e—fsie< fete< f =< fimplique f/ = f. Cela signifie simplement que e est avant f
dans le diagramme de Hasse de (E, <). Pour chaque mot partiel M = (E, <,§) sur 3, nous
notons #*(M) le nombre d’événements marqués par a € ¥ dans M. En outre, pour chaque
événement e € E, | ;e désigne la restriction de M aux événements précédant e, c’est-a-dire

le préfixe minimal de M qui contient e.

2.3 Reéseaux de Petri

Les réseaux de Petri ont été introduits en 1962 par Carl Adam Petri [87]. Possédant une
représentation graphique simple, les réseaux de Petri permettent de modéliser des systémes
dynamiques échangeant des ressources. La notion de places peut représenter différents types
de composants au sein d’un systéme : un état local d’un processus séquentiel, un canal de
communications, un registre partagé, un type de particule, une molécule dans un systeme
chimique, etc. Un multi-ensemble de places est habituellement appelé un marquage et il est

considéré comme une distribution de jetons dans les places.
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Les réseaux de Petri sont des graphes orientés composés d’un nombre fini de nceuds
places et d’un nombre fini de nceuds transitions. Des arcs orientés peuvent relier des noeuds
places a des nceuds transitions ou des noeuds transitions a des noeuds places.

Les noeuds places, représentés par des cercles, représentent des ressources disponibles. Le
nombre de ressources disponibles est représenté par des points (appelés jetons) a Uintérieur
de ces nceuds places. Un jeton représente donc une ressource.

Les noeuds transitions, représentés par des rectangles pleins, représentent des actions
pouvant effectuer des échanges de jetons entre différentes places. L’orientation des arcs
indique les échanges pouvant étre effectués. Chaque échange consomme un jeton dans toutes
les places pointant vers une transition et produit un jeton dans les places pointées par cette

transition.

Exemple 2.3.1. Voici un exemple de réseau de Petri (figure .

EU

@) =)

FIGURE 2.2 — Echangeur de monnaie avec un réseau de Petri.

Ce réseau de Petri modélise un échangeur de monnaie. Les places E et D représentent
respectivement une quantité d’euros et une quantité de dollars. Lorsqu’un jeton est présent
dans la place EU, les euros peuvent étre échangés contre des dollars, et lorsqu’un jeton est
présent dans la place USA, les dollars peuvent étre échangés contre des euros. Cependant,

le déplacement d’un jeton de EU vers USA (ou inversement) coite de l’argent.

En général, le nombre de jetons consommeés n’est pas égal au nombre de jetons produits.
Notons également que si une place ne contient pas de jeton, alors on ne peut exécuter (on

dit aussi « tirer ») aucune des transitions pointées par cette place.

Définition formelle et notations
Définition 2.3.2 (Réseau de Petri). Un réseau de Petri est un quadruplet N = (P, T, W, p;p)
ot :
— P est un ensemble fini de places et T est un ensemble fini de transitions telles que
PNT =9.
— W est une application de (P x T) U (T x P) vers IN.

— lin est une application de P vers IN appelé le marquage initial.

Nous identifions ’état dans lequel se trouve un systéme par son marquage. Cela corres-
pond au nombre de jetons présents dans chacune de ses places, c’est-a-dire une application

p: P — IN, autrement dit un multi-ensemble d’éléments de P. Soit p € INT un marquage
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Chapitre 2. Préliminaires

et p € P une place, alors p(p) est le nombre de jetons contenus dans la place p pour le
marquage fi.
Afin de simplifier I'utilisation des transitions, nous rappelons les notions et les notations

classiques de preset et postset.

Définition 2.3.3 (Preset, postset). Le preset d’une transition t € T, noté *t, correspond

au multi-ensemble de places pointant verst : *t = Y- W (p,t)-p. Le postset d’une transition
peP

t € T, noté t®, correspond au multi-ensemble de places pointées part : t* = 3 W(t,p)-p.
peP

Intuitivement, le preset correspond aux jetons dont une transition a besoin pour étre
appliquée, et postset correspond aux jetons produits par cette régle. Ainsi, on dit qu'une
transition t est tirable & partir d’un marquage u si p(p) > *t(p) pour chaque place p € P,
ce que 'on note pu > *t. Nous pouvons généraliser cette notion de transition tirable aux
séquences de transitions. On dit qu'une séquence de transitions s = t1...t,, € T* est tirable
a partir d’'un marquage u s’il y a des marquages po, ..., iy tels que ug = p et pour chaque
kEel,n]: pr—1 > *t, et pp = pr—1 — *ty + 1. Cela signifie que les transitions de s peuvent
étre appliquées dans l'ordre a partir du marquage p. Chaque transition t; consomme ®t
jetons de p—1 et produit ¢}, nouveaux jetons dans le marquage . On dit alors que p,, est
atteint par la séquence de regle s a partir du marquage u. Nous pouvons également dire que
s conduit au marquage fs.

Voici quelques propriétés classiques pour les réseaux de Petri.

Définition 2.3.4 (Accessibilité). Un marquage est accessible dans un réseau de Petri N

s’il est atteint par une séquence de transitions tirable a partir du marquage initial.

L’accessibilité dans un réseau de Petri (et dans d’autres formalismes) est un probléme
classique en vérification. En effet, savoir si une configuration donnée est accessible peut étre
trés utile en pratique. Si un bug spécifique peut étre identifié par un marquage précis, alors
Paccessibilité permet de savoir si un tel bug peut avoir lieu. Ce probléme est connu pour
étre décidable et EXPSPACE-difficile pour les réseaux de Petri [74] 94, 80, [67, [70, 72} [73].

Définition 2.3.5 (Caracteére borné). Un réseau de Petri est dit borné si [’ensemble de ses

marquages accessibles est fini.

Le caractére borné d’un réseau de Petri est tres intéressant. Les places représentant
généralement des types de ressources, avoir la garantie qu’il existe une borne pour chaque
ressource est utile en pratique. Ce probleme est EXPSPACE-complet pour les réseaux de
Petri [74], [90].

Définition 2.3.6 (Couverture). Un marquage p est couvert s’il existe un marquage acces-

sible p' tel que p < .
Le probléme de la couverture d’un réseau de Petri est aussi EXPSPACE-complet [74], 90].
Définition 2.3.7 (Terminaison). Un réseau de Petri est dit terminant si l’ensemble des

séquences de transitions tirables, depuis le marquage initial, est fini.
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Bien que 'on cherche généralement a éviter les blocages dans les systémes concurrents,
la terminaison reste dans certains cas, un probleme de base de la vérification formelle : en
particulier, la non-terminaison peut résulter d’un livelock pour un programme concurrent

lorsque les composants ne parviennent pas a exécuter leurs taches.

2.4 Reéseau causal

Si la fonction de poids W ne prend que des valeurs binaires, alors elle est souvent décrite
comme une relation £ C (P xT)U (T x P) ou (z,y) € F si W(z,y) = 1. Alors, F'™ désigne
la fermeture transitive de F.

Définition 2.4.1. [/2, [103] Un réseau causal est un réseau de Petri K = (B, E, F, timin)
dont les places sont appelées des conditions, les transitions sont appelées des événements,
et la fonction de poids prend ses valeurs dans {0,1} et se représente par une relation F C

(B x E)U (E x B) qui satisfait les exigences suivantes :
1. le graphe est acyclique, c’est-a-dire pour tout x,y € BUE, (x,y) € F* implique
(y,z) ¢ F*.
2. les conditions ne sont pas « branchées », c’est-a-dire |°b| < 1 et |b®] < 1 pour tout
be B.

3. les conditions minimales correspondent au marquage initial : pour tout b € B, fimin(b) =

1 si*b=10 et pimin(b) =0 sinon.

Notons que la troisiéme condition garantit que le marquage initial p,,;, peut étre ré-
cupéré a partir de la structure (B, E, F'), car elle coincide avec I’ensemble des conditions
minimales. Pour cette raison, les réseaux causaux sont souvent définis comme un triplet
(B, E, F) satisfaisant les deux premieres conditions de la définition m Dans la litté-
rature, les réseaux causaux sont aussi appelés réseauz d’occurrences [20, 52 54, 53], O1].
Cependant, des réseaux de Petri plus généraux sont aussi appelés réseaux d’occurrences

dans le domaine des dépliages partiels ou des processus branchants [42, [44], [85].

@ @

p @ ¢

p @— ¢
@ @

FIGURE 2.3 — Préfixe d’un réseau causal.

La fermeture transitive et réflexive F* de la relation F' dans un réseau causal K =

(B, E, F, fimin) donne un ordre partiel sur ’ensemble d’événements E. Une configuration est
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Chapitre 2. Préliminaires

un sous-ensemble d’événements H C E qui est fermé vers le bas, c’est-a-dire que e/ F*e et
e € H implique ¢/ € H. Chaque configuration H détermine un réseau causal préfize Ky
dont les événements sont précisément les événements de H et dont les places se composent
des places minimales de K (par rapport a la relation d’ordre partiel F*) et de toutes les
places liées & un événement de H. La figure [2.3] illustre un sous-ensemble d’un réseau causal
(encerclé par une ligne pointillée) qui est un préfixe de ce réseau causal. Pour chaque classe
de réseaux causaux L, nous notons Pref(L) la classe de tous les préfixes de tous les réseaux

causaux de L.

2.5 Reéseaux de Petri avec états

Le cadre général de cette theése est formalisé par le modele des réseaux de Petri avec
états. Il s’agit simplement de munir les réseaux de Petri d’'un état de contrdle qui inhibe
certaines transitions. De plus ’exécution d’une transition permet de changer d’état et donc
de modifier I’ensemble des inhibitions. Nous fixons tout d’abord un ensemble fini de places
P et un ensemble fini de noms de régles N.

Une regle est un moyen de produire de nouveaux jetons dans certaines places en consom-
mant des jetons d’autres places. Formellement une régle est un triplet r = (A, o, ) ou A € N
est un nom de régle et o, 5 € IN* sont des marquages appelés garde et la mise-d-jour, res-
pectivement. Une telle régle est notée par A : a — (. Cela signifie intuitivement qu’un
multi-ensemble de jetons a peut étre consommé pour produire un multi-ensemble de jetons
B de fagon atomique. Des régles différentes peuvent partager la méme garde « et la méme
mise-a-jour #. C’est pourquoi des noms de régle sont utilisés afin de distinguer les régles

similaires, mais distinctes. Pour chaque regle r = (A, o, ), nous notons *r = a et 7* = .

Définition 2.5.1. Un réseau de Petri avec états (ou PNS pour « Petri Net with States »)
sur un ensemble de régles R est un automate S = (Q,1, —, in) 00 Q est un ensemble fini
d’états, 1 est un état initial, — € Q x R x Q est un ensemble fini d’arcs étiquetés par des

régles, et pim € NP est un marquage initial.

Soit S = (Q, 1, —, i) un PNS. Un arc étiqueté (q1, 7, g2) € — sera noté par g —>qo.
Une séquence de regles s = r1...r, € R* est appelée une séquence de régles de S s’il y a des
états qo, ..., qn € Q tels que © = qg et pour chaque i € [1,n], un arc g;—1 ~iyg;. Ces conditions
seront notées 1—-q,. Par exemple, (p: 2z = x4+ 2)-(c:y+z—y)-(p:x =z +2)-(c:
y + z — y) est une séquence de régles du PNS a deux états représenté sur la figure [2.4(a)|
On note C'S(S) l'ensemble de toutes les séquences de régles de S. Ce langage de mots de
R* est évidemment régulier et clos par préfixe. Inversement tout langage régulier et clos par
préfixe correspond a l'ensemble des séquences de regles d’un PNS.

Une séquence de regles s = ry...r, € R* est tirable a partir d’'un marquage p s’il y a des
multi-ensembles de places g, ..., iy tels que pg = p et pour chaque k € [1,n] @ pg—1 > °r
et pp = pr—1—°*ri+rp. Cela signifie intuitivement que chaque regle de s peut étre appliquée
a partir du marquage p dans l'ordre linéaire spécifié par s. Chaque régle r; consomme °7y,

jetons de pp_1 et produit r; nouveaux jetons qui donnent le marquage py. On dit alors
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r+y D ®@ c
c:ytz—y pir—T+2 p @ c

o o b
(a) Un PNS avec deux états de controle (b) Un pr(—)-c‘essus et un préfixe

FIGURE 2.4 — Exemple du producteur consommateur.

que p, est atteignable par la séquence de régles s a partir du marquage p. Nous pouvons
également dire que s conduit au marquage p,,. On note par FCS(S) 'ensemble de toutes les
séquences de régles de S tirables. Un marquage est dit accessible dans S s’il est atteint par
une séquence de régles de S tirable. Un PNS est dit borné si I’ensemble de ses marquages

accessibles est fini.

Expliquons a présent pourquoi les réseaux de Petri peuvent étre identifiés comme des
PNS particuliers munis d’un unique état. Soit N' = (P, T, W, ;) un réseau de Petri. Nous
allons considérer A/ comme un PNS Sy avec le méme ensemble de places P et le méme
marquage initial. De plus, Spr est muni d’un seul état ¢ tel que chaque transition t € T est
représentée par un arc étiqueté formant une boucle +——2 ot r = (t,°¢,t*). De cette facon,
la classe des réseaux de Petri est fidelement incluse dans la sous-classe des PNS possédant
un seul état et tels que chaque transition possede un nom de regle distinct. Inversement,
prenons un PNS S avec un seul état ¢ tel que chaque transition comporte un nom de regle
distinct. Le réseau de Petri Ns correspondant partage avec S I’ensemble de ses places et son
marquage initial. De plus, chaque boucle 12— détermine une transition t, de Ns telle que
*t, = °r et ty = r°®. Par exemple, le PNS de la figure [2.5(a)| correspond au réseau de Petri

de la figure [2.5(b)

T+y
T p z C Yy
ciy+z—y pix—x+2 @CI—»O—»IOG)
(a) Un PNS avec un seul état (b) et le réseau de Petri correspondant

Fi1GURE 2.5 — Exemple du producteur consommateur.
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2.6 Systemes d’addition de vecteurs

Initialement introduite dans [62], la notion de systéme d’addition de vecteurs (ou VASS
pour « Vector Addition System with States ») peut étre formellement définie de plusieurs
manieres légerement différentes. Dans cette these, un VASS est tout simplement un PNS

tel que chaque regle r étiquetant un arc est pure.

Définition 2.6.1 (régle pure). Une régle pure est une régle r telle que pour toute place
pE P, *r(p) xr*(p) = 0.

Ainsi, une régle est pure si son preset et son postset ne partagent aucune place. Pour
cette raison, chaque régle r d'un VASS peut étre représentée par le vecteur v € Z tel que
v(p) = r*(p) — *r(p) pour chaque place p € P. On pourrait aussi exiger qu'un VASS utilise
un nom de regle unique, c’est-a-dire que pour toutes les regles r1,72 € R, r] —*r1 =15 —*ra
implique que r; = ro. Ainsi, deux reégles similaires devraient porter le méme nom de regle.

Cette restriction n’a pas d’effet sur les résultats présentés dans cette these.

2.7 Panorama des modeéles étudiés

Ainsi, nous introduisons le modele des réseauxr de Petri avec états est comme un cadre
formel minimal qui inclut & la fois les réseaux de Petri et les VASS [14] : les réseaux de Petri
sont considérés comme des PNS pourvus d’un seul état alors que les VASS sont tout simple-
ment des PNS utilisant seulement des regles pures. Les réseaux de Petri avec uniquement
des regles pures sont appelés des VAS (pour « Vector Addition System »).

Nous étudions dans la premiere partie de cette theése le modeéle bien connu des Message
Sequence Graphs (MSG) que l'on identifiera a une sous-classe de PNS. Comme les regles
utilisées dans un MSG ne sont pas pures, les MSG ne sont pas formellement un cas particulier
de VASS. Nous introduirons également la classe des MSG étendus comme une sous-classe des
PNS qui permet d’introduire des variables et des timers dans la spécification d’un protocole.

La figure décrit les différents modeles considérés dans cette these.

Réseaux de Petri avec états (PNS)

/NN

Réseaux de Petri VASS MSG étendus
VAS MSG

FIGURE 2.6 — Panorama des différents modeles étudiés.
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Simulation d’un PNS par un réseau de Petri

Rappelons comment un VASS k-dimensionnel ou, plus généralement, un PNS S avec k
places peut étre simulé par un réseau de Petri A avec k + n places, otl n est le nombre
d’états [93), 86]. La construction habituelle est illustrée par la figure qui montre sur le
coté gauche un PNS S avec 2 états (2 et q) et 3 places (z, y et z) et sur le c6té droit, le réseau
de Petri N correspondant avec 5 places : chaque place de S et chaque état de S correspond
a une place de N. Le marquage initial de N décrit le marquage initial de S et un jeton est
ajouté dans la place correspondant & I’état initial de S. En outre, chaque arc q;—¢qo dans
S est représenté par une transition dans N. Il est facile de voir qu’il y a une correspondance
une a une entre les séquences de régles tirables de S et les séquences de regles tirables de
N. De plus, un marquage atteint par N décrit un marquage atteignable par S ainsi que son
état courant.

Cette construction de N & partir de S est intéressante, car elle permet d’analyser 1’en-
semble des marquages accessibles par S en utilisant les techniques issues de la littérature des
réseaux de Petri [43]. En particulier, le probléme du caractére borné demande si 1’ensemble
des marquages accessibles d’un PNS est fini alors que le probleme de couverture demande si
un marquage p donné peut étre couvert par un marquage accessible ', c’est-a-dire pu < p'.
Ces deux problemes sont décidables (pour les réseaux de Petri et donc pour les réseaux de

Petri avec états), mais peuvent nécessiter un espace exponentiel [90].

Tty p

> A
c:y+z—y p:rx—>r+z C

o
y

FIGURE 2.7 — Simulation d’un PNS par un réseau de Petri.

La simulation d’un PNS par un réseau de Petri nous ameéne au résultat suivant.

Propriété 2.7.1. Soit S un PNS et r une régle attachée da un arc de S. Nous pouvons

décider si r a lieu dans une séquence de régles tirable de S.

Démonstration. La régle r a lieu dans une séquence de regles tirable de § si, et seulement
si, la transition correspondante ¢t dans A apparait dans une séquence de régles tirable de
N. Ceci est équivalent au fait de vérifier que le marquage de *t est couvert par un marquage
atteignable par N. N
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Vérification de MSG

a ’aide d’un solveur SAT
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CHAPITRE

3
I Introduction

Les MSC (pour « Messages Sequence Charts ») sont un modeéle souvent utilisé pour
la documentation des protocoles de télécommunication et qui a fait I'objet de nombreux
travaux ces derniéres années (citons par exemple les theses [22], [49], [58] et [92]). Ils béné-
ficient d’une représentation visuelle et textuelle normalisée (ITU-T recommandation Z.120)
et sont proches d’autres formalismes tels que les diagrammes de séquence de UML. Un MSC
donne une description graphique des communications entre des processus. Habituellement,
ce modele fait abstraction des contenus des messages [11], [I8], 19, 23], (50, B, [75] [79, [84].

Les MSG (pour « Message Sequence Graphs »), ou de maniére équivalente les HMSC
(pour « High-level MSC »), sont un formalisme utilisé pour décrire des ensembles éventuel-
lement infinis de scénarios. Ils se représentent simplement sous la forme d’un graphe orienté
avec des noeuds étiquetés par des MSC. D’apres le théoreme de Kleene, ils sont équivalents a
des expressions rationnelles dans le monoide des MSC et correspondent ainsi a des ensembles
rationnels de MSC. De nombreux outils ont déja été développés afin de spécifier les proto-
coles sous forme de MSG. Certains d’entre eux mettent en ceuvre également des techniques
de vérification formelle, voir par exemple [19, 23, 6, 60, 21]. Dans cette premiére partie, nous
nous intéressons principalement a la détection de la divergence de processus, introduite dans
[18] et a la vérification de la coopération globale [50, [51] pour un MSG donné. Nous consi-
dérons également des propriétés d’accessibilité classiques, comme le caractere borné et la
couverture, sur le contenu des canaux au cours des exécutions. En particulier, nous nous
pencherons sur le probleme du calcul de la taille de la mémoire tampon optimale des canaux,
comme étudié dans [75]. Etre en mesure de vérifier instantanément les propriétés de base des
MSG que nous considérons pour des MSG relativement petits est intéressant. Cependant,
comme les MSG peuvent étre définis de fagon modulaire, la vérification de grands graphes
de maniére efficace est également intéressante.

Comme les systemes distribués asynchrones ne fournissent aucune information sur la
vitesse relative des processus ou le temps de transit d’un message, de la divergence peut
apparaitre dans les spécifications : cela signifie qu’il n’y a pas de borne au nombre de
messages en transit dans les canaux de communication. Toutefois, un critére simple nous
permet de décider si un MSG donné n’est pas divergent [I8, Th. 5] : nous devons vérifier que
toutes les composantes connexes du graphe de communication de chaque cycle sont fortement
connexes. Dans [I§], Ben-Abdallah et Leue dérivent de leur critére un algorithme pour
vérifier la divergence en temps quadratique dans le nombre de processus, mais exponentiel
dans le nombre d’états. Il faut simplement rechercher tous les cycles élémentaires et calculer
les composantes fortement connexes des graphes de communication [I0I]. Il s’ensuit que
la détection de la divergence est dans NP. Cependant, un algorithme alternatif intéressant
a été suggéré dans [I1]. Cet algorithme consiste & fixer d’abord un canal potentiellement
divergent et une partition des processus puis a rechercher un cycle élémentaire dans les

composantes fortement connexes. Cette seconde approche est quadratique dans le nombre
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Partie 1. Veérification de MSG

d’états, mais exponentielle dans le nombre de processus. Ces deux algorithmes simples sont
en quelque sorte opposés I'un de I'autre, mais chacun peut étre efficace dans certains cas,
selon le nombre d’états et de processus. Pour cette raison, la conception d’un algorithme

efficace pour le détection de la divergence en général peut étre difficile.

Détecter la divergence d'un MSG est connu pour étre NP-complet [11l, Th. 7]. Dans cette
premiére partie, nous présentons une réduction quadratique de la divergence au probléme de
la satisfaisabilité booléenne (SAT) qui nous permet d’utiliser des SAT-solveurs pour détecter
la divergence d’'un MSG. De cette facon, nous profitons de tous les travauzr sur les SAT-
solveurs et pouvons détecter efficacement la divergence dans un MSG. Cette affirmation est
confirmée par des expériences avec de petits et de grands MSG qui montrent que le codt de

la réduction de SAT semble étre constant en pratique.

Une autre propriété essentielle des MSG, appelée coopération globale [50, [51], a été étu-
diée dans la littérature : elle exige que le graphe de communication de chaque cycle soit
connexe. De méme que pour la non-divergence, la vérification de la coopération globale est
co-NP-complet et deux algorithmes simples peuvent étre proposés pour résoudre ce pro-
bleme. Les MSG globalement coopératifs et non divergents sont souvent appelés localement
synchronisés [84] ou bornés [I1]. Ils bénéficient de techniques de model-checking spécifiques
et sont connus pour étre implémentables par des systemes de transmission de messages
[59]. En outre, les MSG globalement coopératifs correspondent également a des systémes de
transmission de messages pourvus de tampons non bornés [50]. C’est la raison pour laquelle
la coopération globale est une propriété importante a vérifier lors de la conception d’un
protocole avec des MSG. Par ailleurs, les MSG globalement coopératifs jouissent d’autres
propriétés intéressantes. Par exemple, il est indécidable de savoir si deux MSG correspondent
au méme langage de MSC, mais ce probleme devient décidable pour des MSG globalement
coopératifs. Comme pour la divergence, nous présentons une réduction quadratique de la
coopération globale vers SAT qui nous permet d’utiliser des SAT-solveurs pour vérifier la

coopération globale.

Nous considérons également dans cette partie des problemes d’accessibilité pour des
MSG non divergents. Comme un MSC peut représenter un nombre exponentiel de scénarios,
I’analyse du contenu d’un canal le long des exécutions potentielles s’avere difficile. Par
exemple, une question naturelle est de calculer la taille des tampons de sorte que n’importe
quel message en attente peut étre stocké dans le systéme avant qu’il ne soit livré. Comme
I’ont établi Lohrey et Muscholl, vérifier si la taille de la mémoire tampon est assez grande
pour tous les scénarios d’'un MSG (éventuellement divergent) est co-NP-complet [75, Th. 4.6].
Comme le MSG utilisé dans la démonstration de ce théoréme n’a pas de cycle, ce résultat
s’étend au cas particulier de MSG non divergent (ou globalement coopératif). Ainsi, le calcul
d’une taille de tampon optimale pour un MSG non divergent est également difficile. Dans
cette partie, nous nous intéressons a vérifier si une répartition de messages dans les canaux
est atteignable, ou tout simplement couverte, au cours d’une exécution d’'un MSG donné.
Nous observons que ces deux problémes sont NP-complets. Nous montrons en particulier
qu’il suffit d’explorer tous les chemins de longueur bornée par un polynéme en la taille du

MSG. Cela nous permet de réduire a SAT les propriétés de ’accessibilité et de la couverture.
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En particulier, cette technique peut étre utilisée pour calculer la taille minimal de la mémoire
tampon pour un canal donné.

Cette partie est organisée de la maniére suivante. Dans le reste de ce chapitre, nous
commencons par définir formellement les MSG que nous considérons. Ensuite, dans le cha-
pitre [ nous introduisons les trois propriétés que nous voulons vérifier ainsi que la notion
de graphe de communication. Le chapitre [5] présente les réductions & SAT que nous utilisons
pour vérifier la non-divergence, la coopération globale et les problémes d’accessibilité. Au
cours des travaux de cette thése, nous avons mis au point et comparés en pratique plusieurs
approches. Nous présentons dans ce chapitre les meilleures formulations que nous avons ob-
tenues. Pour terminer, dans le chapitre [6] nous évaluons expérimentalement nos algorithmes

et les comparons a des outils existants.

. msc Exemple;
Z j instance i;
out m; to j;
in my from j;
endinstance;

instance j;
in m; from ;
out my toi;
endinstance;
endmsc;

(a) (b)

FiGURE 3.1 — Exemple d'un MSC.

3.1 Les MSC

Les MSC (pour « Message Sequence Charts ») sont un formalisme bien connu pour dé-
crire les scénarios d’interactions entre sites distants. Tout comme [24], 50}, 59] nous adoptons
trois restrictions pour les MSC : nous interdisons les actions internes; le contenu des mes-
sages est abstrait ; tous les messages sont regus dans un ordre First-In-First-Out (FIFO). De
plus, les contraintes temporelles sont proscrites. Suivant [50, 23], nous adoptons 1'idée des
MSC compositionnels introduits dans [56] comme un moyen d’augmenter la puissance ex-
pressive du cadre formel et le domaine d’application de nos résultats. Ainsi, nous n’exigeons
pas qu’a chaque émission dans un MSC corresponde une réception dans ce MSC. Afin de
simplifier la sémantique des MSG compositionnels et de clarifier les preuves de certains ré-
sultats, nous reprenons ’approche proposée dans [15] et munissons les MSC d’informations
additionnelles qui décrivent le contenu initial des canaux. De cette fagon, nous bénéficions
d’une notion formelle de la concaténation des MSC et un cadre algébrique clair.

Les MSC sont définis formellement par la recommandation Z.120 de 'ITU-T [63] avec une
syntaxe formelle et des regles graphiques (figure . Ils peuvent étre considérés également
comme des mots partiels particuliers sur un alphabet que nous présentons en premier. Soit
Z un ensemble fini d’instances (aussi appelés « processus »). Pour toute instance i € Z,

I’alphabet ¥; est 'union disjointe de 'ensemble des actions d’émission X} = {ij | j € T\{i}}
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et de I’ensemble des actions de réception X} = {i?j | j € T\ {i}}. L’action i!j désigne une
émission de 7 vers j et j7¢ la réception correspondante. Les alphabets Y; sont disjoints et
nous posons Xz = U;er 2i- Etant fixée une action a € ¥z, nous noterons Ins(a) I'instance
unique ¢ telle que a € Y;, qui est I'instance sur laquelle chaque occurrence de 'action a
apparait. Enfin, pour chaque mot partiel (E, <, ) sur X7 et pour tout e € E, nous noterons
Ins(e) 'instance sur laquelle I’événement e apparait : Ins(e) = Ins({(e)).

Nous notons K = {(4,j) € ZxZ | i # j} 'ensemble de tous les canaux entre les instances
de Z. Un marquage indique le nombre de messages en transit & un moment de ’exécution :
c’est formellement une application y : K — IN. Le marquage vide 0 met en correspondance
chaque canal vers 0. Soit y un marquage et M = (F,=,£) un mot partiel sur 7. Nous
disons que deux événements e, f € E sont liés par rapport au marquage initial y si e est un
événement d’émission de i vers j et f la réception de ce message sur j selon ’hypothese de
communication FIFO. Formellement, nous notons e ~+, f s’il y a deux instances ,j € Z de
telle sorte que &(e) = ilj, £(f) = 4?4, et que x(i,4) + # (}pe) = #77 (L f). Cela signifie
qu’il y a initialement x (i, j) messages en attente allant de ¢ vers j et e est la k-iéme émission
supplémentaire de i vers j, avec k = #(],,€), et f est la I-iéme réception sur le canal de
i vers j avec | =k + x(i,7).

Etant donné que chaque composant du mot partiel M peut étre représenté par une
structure de données de taille O(|E]), il convient de définir la taille de |M| par |E| comme
dans [75].

Définition 3.1.1. Un MSC (pour « Message Sequence Chart ») est un couple (M, x) ou
M = (E,=X,&) est un mot partiel sur X7 et x € INK est un marquage tel que

M1 Ve, f € E :Ins(e) =Ins(f) = (e X fV f=<e)

M2Ve,feE :e~w, f=>eXf

M3 Ve, f e E :le—fNlns(e) # Ins(f)] = e~y f

M4 V(i 5) € K< x(ir ) + # (M) = #7(M)

Un MSC (M, x) est également noté M@Qy. Par les événements qui se produisent
sur une méme instance sont ordonnés de maniere linéaire : des choix non déterministes ne
peuvent pas étre décrits dans un MSC. L’axiome formalise le fait que la réception d’un
message n’apparait qu’apres ’événement d’émission correspondant. Par la causalité
dans M correspond a la dépendance linéaire sur chaque instance et 'ordonnancement des
couples émission/réception. L’axiome signifie intuitivement qu’a chaque événement de
réception dans M correspond soit un message en attente dans y soit un événement d’émission

dans M.

Définition 3.1.2. Soit MQy un MSC. Alors le marquage x est appelé la source de MQy.
La cible de M@y est le marquage X' tel que X'(i,7) = x(i,7) + #" (M) — #77(M) pour
tous les canauzx (i,7) € KC. Un MSC est dit basique si la source et la cible correspondent au

marquage vide 0.

Notons que ’axiome de la définition [3.1.1] assure que la cible d’'un MSC est un

marquage.
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FIGURE 3.2 — Deux descriptions graphiques d’un méme MSC.

Les MSC basiques correspondent & la notion habituelle des MSC. Ils admettent une
description graphique normalisée ot chaque instance est représentée par une ligne verticale
et des événements d’émission ou de réception. Chaque communication est représentée par
une fleche entre deux instances (figure . Les MSC plus généraux que nous considérons
ici peuvent étre dessinés de maniére similaire aux MSC basiques en ajoutant & ’ensemble
des événements réels, des événements fictifs. Par exemple la figure montre deux MSC
avec deux événements réels représentés avec des cercles pleins et quatre événements fictifs
qui sont représentés par des cercles vides. Le role des émissions fictives est de spécifier la
source associée au MSC. Nous exigeons que les émissions fictives forment un préfize, ce qui
signifie que tout événement qui apparait avant une émission fictive est une émission fictive
(sur cette méme instance). De la méme manieére, les réceptions fictives forment un suffixe :
tout événement qui apparalt apres une réception fictive sur une méme instance est une
réception fictive. La figure montre qu’il peut y avoir plusieurs descriptions graphiques

non isomorphes d’un méme MSC en fonction de I'ordre relatif des événements fictifs.

3.2 Produit des MSC

Les MSC basiques bénéficient d’un produit naturel illustré dans la figure Soit deux
MSC basiques M7 et Ms, alors le MSC basique My - My consiste a coller les deux ordres
partiels 'un apres 'autre le long des lignes d’instance. Nous montrons ici que les MSC

généraux peuvent également étre équipés d’un produit qui étend le produit habituel des
MSC basiques.

k

F1GURE 3.3 — Produit de deux MSC basiques.

Nous observons tout d’abord que les MSC satisfont la propriétés de consistance suivante :
si deux MSC partagent la méme source et une méme extension linéaire alors elles sont

identiques.
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Propriété 3.2.1. Soit MQy et M'Qx’ deuz MSC. Si x = x' et LE(M)NLE(M') # () alors
M =M.

Démonstration. Soit s € LE(M) N LE(M') une extension linéaire commune de M et M.
L’ordre linéaire sur chaque instance dans M peut étre récupéré a partir de s. En outre,
I'ordre partiel des événements de M est alors caractérisé par I’axiome et donc peut étre

extrait de x. Cela reste vrai pour M’. Ainsi, M = M’. O

En d’autres termes, nous pouvons récupérer un MSC & partir de sa source et de 'une
de ses extensions linéaires.

L’affirmation suivante formalise comment nous pouvons concaténer deux MSC 1'un apres
I’autre a condition que la cible du premier coincide avec la source du second. Le MSC
résultant partage sa source avec le premier MSC et sa cible avec le deuxiéme. En outre,
toute exécution linéaire constituée d’une extension linéaire du premier MSC suivie d’une

extension linéaire du second MSC est une extension linéaire du MSC résultant.

PI‘OpI‘iété 3.2.2. Soit Ml@Xl = (El,jl,fl,xl) et MQ@XQ = (EQ,jQ,fQ,XQ) deuxr MSC
tels que la cible de M1 Q1 est xo. Soit ~ la relation binaire sur E1 X Es tel que e; ~> es
si E1(e1) = ilj, Ealea) = 47, et xa(i,5) + #Y (lager) = #77(My) + #77 (L apea). Alors le
quadruplet (E,=<,£,x1) ot E = E1 W Ey, & = & U & et ordre partiel < est la fermeture
transitive de =1 U =<9 U{(e1,e2) € E1 x E3 | Ins(e1) = Ins(e2)}U ~» est un MSC MQx;.
Par ailleurs LE(M;).LE(Mz) C LE(M).

Démonstration. 11 est facile de vérifier que les quatre exigences de la définition |3.1.1] sont
satisfaites par M@y. Ce dernier est donc un MSC. De plus, aucun événement de Fs est
au-dessous d’un événement de Ej. Il s’ensuit que LE(M;).LE(Ms) C LE(M). O

Considérons deux extensions linéaires u; € LE(M) et ug € LE(My). Alors le mot conca-
téné uq.us est une extension linéaire de M. Ainsi, toute observation séquentielle composée
d’une vision linéaire de M;@y suivie d’une vision linéaire de Ms@y5 est une vision linéaire
potentielle M@y. Cela est illustré dans la figure dans le cas simple de deux MSC ba-
siques. Notons que les événements de Ms peuvent se produire avant les événements de M;
dans une extension linéaire de M; - Ms. Par exemple, I’événement étiqueté par k!j peut se
produire avant ’événement étiqueté i!j bien que k!j apparait dans Ms et i!j apparait dans
M. Pour cette raison, la concaténation de MSC est souvent appelée produit asynchrone.

Nous arrivons maintenant a la définition générale de la concaténation de deux MSC.
Nous commengons par ajouter un MSC spécial désigné par 0 a la classe des MSC. Ce MSC
supplémentaire 0 est dit non-valide et agira comme un zéro : nous posons -0 =0-x =0
pour tout MSC =x.

Définition 3.2.3. Soit M1Qy; = (E1, =<1,&1,x1) et MaQyxo = (B2, 29,82, x2) deur MSC
valides. Soit uy et uy des extensions linéaires de My et Moy respectivement. Si la cible de
M@y est xo alors le produit M@y - M@y est le MSC valide M@y tel que uj.ug €
LE(M). Sinon, nous posons M@y - Ma@Qyo = 0.
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Supposons que la cible de M@y est égale a la source de M1@yxs. Alors la propriété|3.2.2
garantit 'existence d’'un MSC M@y tel que uj.ug € LE(M). Par ailleurs, la propriété
garantit qu'un tel MSC est unique. Ainsi, le produit de deux MSC est bien défini. Notez
également que la spécification de 'ordre partiel des événements dans ce produit de MSC se
caractérise par la propriété Il est facile de vérifier a partir de la définition [3.2.3| et la
propriété [3.2.1] que le produit d’MSC est associatif. Par conséquent, le produit de n’importe
quelle séquence de MSC est bien défini (mais peut étre égal au MSC non valide).

msc B msc L msc E msc B.L2E

FIGURE 3.4 — Protocole du bit alternant B - L* - E.

Exemple 3.2.4. Considérons les MSC B, L, et E sur le coté gauche de la figure[3-4 Alors
B-E est un MSC basique alors que le produit E - B est égal au MSC non valide (E-B = 0).
Le MSC basique B - L - L - E est représenté sur la partie droite de la figure [3]}

Soit MISC la classe de tous (valides et non valides) les MSC. La classe de MSC forme un
semi-groupe. Nous pouvons identifier formellement tout MSC vide comme un seul MSC et

obtenir un monoide.

Remarque 3.2.5. Soit M1Q0 = (Ey,=1,£1,0) et MyQ0 = (Es, <9,&,0) deur MSC ba-
siques. Alors le produit M@0 - M>@0 est le MSC basique (E,=,£,0) ou E = E1 W Eo,
& = & U& et Uordre partiel < est la fermeture transitive de =<1 U <o U{(e1,e2) €
Ey1 x Ey | Ins(e1) = Ins(eg)}. Cet ordre coincide avec la concaténation habituelle des MSC
basiques. Ainsi, le produit de la définition [3.2.5 étend le produit asynchrone des MSC' ba-

siques.

3.3 Les MSG

Les MSC de haut niveau (ou HMSC pour « High-level MSC ») sont des expressions
rationnelles construites a partir d’ensembles finis de MSC en utilisant les opérations d’union,

de produit et d’itération.

Exemple 3.3.1. Considérons a nouveau les MSC B, L et E de la figure [34 Un MSC
basique typique associé au HMSC B-L*-E est représenté sur la partie droite de la figure[3.4).
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Nous nous intéressons ici aux parties rationnelles de MSC valides. Par le théoréme de
Kleene, ces langages peuvent étre décrits par un graphe orienté dont les nceuds sont étique-
tés par des MSC. Ces structures sont souvent appelées des MSG [11], 23] £9], des « MSC
specifications » [I8], des HMSC [56}, 82 [75, 51}, 23], ou des « MSC-graphs » [84, 10} 50].

Définition 3.3.2. Un MSG (pour « Message Sequence Graph ») est un quadruplet G =
(Q,1, A, 1) qui se compose d’un ensemble fini d’états QQ avec un état initial + € Q, un
ensemble d’arcs A C @Q x Q, et un étiquetage p : Q@ — MSC qui associe a chaque état un
MSC valide. Il est nécessaire que pour chaque arc a allant d’un état q1 a un état g la source
du MSC p(gz) soit égale a la cible du MSC p(q1).

Notons que tout chemin gy — ... — ¢, correspond & un MSC valide p(qo) - ... - t4(gpn)- Un

exemple d’'un MSG décrivant le protocole du bit alternant est illustré par la figure 3.5

- g

(a) Modélisation avec un MSG (b) Un MSC accepté

FI1GURE 3.5 — Protocole du bit alternant sous la forme d’un MSG.

Définition 3.3.3. Le langage de MSC L(G) reconnu par le MSG G recueille tous les MSC
M@y pour lesquels il existe un chemin 1= qy — ... = qn tel que MQyx = p(qo) - ... - 11(qn)-

Pour plus de commodité, nous supposons que tous les états d’'un MSG sont accessibles
a partir de son état initial. Les MSG sont généralement pourvus d’un sous-ensemble F' C @)
d’états finaux. Dans ce cas, la définition de £(G) exige en plus que ¢, € F' et nous aurions
besoin alors que chaque état soit co-accessible depuis les états finaux. Cependant comme
cette fonction ne joue aucun réle dans notre étude, nous ne la prenons pas en compte. Notons

que la taille d’un MSG peut étre définie par la somme des tailles :
— du graphe : soit |Q|? en utilisant une représentation par matrice,
— des étiquettes : soit >2ocq(log2(1Q]) + [1(q)]) = |Q] X log2(|Q]) + >geq I1(a)],
— de I’état initial : soit loga(|Q]).

Ainsi, la taille asymptotique d’un MSG peut étre définie par la somme des tailles des MSC
de chaque état plus la taille du graphe.
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3.4 Lien avec les MSC compositionnels

Les MSC compositionnels (aussi appelés « compositional MSC » ou ¢cMSC) introduits
dans [56] correspondent aux MSC de la déﬁnitionmais dans lesquels la source est omise.
Plusieurs sources peuvent correspondre a un ¢cMSC donné de sorte que la concaténation
d’une séquence de cMSC conduit & un ensemble de cMSC potentiels [50, Def. 2.5]. Cet
ensemble peut étre vide et correspond alors intuitivement au MSC non valide que nous
avons introduit. Un ¢cMSC-graphe est un graphe orienté dont les nceuds sont étiquetés par
un ¢cMSC. Ils sont pourvus d’un sous-ensemble de noeuds de départ et un sous-ensemble de
neceuds finaux. Sans perte de généralité, on peut supposer qu’il n’y a qu’un seul neeud initial
et qu’un seul neeud final et qu’ils sont tous les deux étiquetés par le cMSC vide. Dans [56],
il est exigé qu’il n’y ait pas de message en attente au début d’un MSC accepté. En d’autres
termes, le marquage source implicite de tous les nocuds initiaux est le marquage vide. Un
c¢MSC-graphe est dit sir [50, Def. 3.1] si pour tout chemin allant d’un neceud initial vers un
neceud final, la concaténation des cMSC sur ce chemin contient un MSC basique, c’est-a-dire
qu’il n’y a aucun message non recu. L’ensemble des MSC basiques obtenus de cette fagon
est appelé le langage reconnu par le cMSC-graphe. Cela signifie que la cible implicite des
neceuds finaux est le marquage vide. En outre deux chemins partant d’un nceud initial vers un
méme noeud donné, doivent aboutir au méme marquage cible (des lors que chaque noeud est
co-accessible a partir d’un noeud final). Par conséquent, chaque cMSC-graphe sir peut étre
considéré formellement comme un MSG tel que défini dans la définition En d’autres
termes, la notion de MSG que nous considérons dans cette these est équivalente a la notion
de ¢cMSC-graphe sir (hormis le fait anecdotique que nous n’imposons pas que le marquage

des neceuds initiaux ou finaux soit vide).
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CHAPITRE

4
I Propriétés de base a vérifier

Les MSG servant généralement a modéliser des protocoles de communication, la vé-
rification de la non-divergence [I8] et de la coopération globale [50, 51] permet d’écarter
certaines difficultés lors de I'implémentation ou de ’exécution du protocole. Connaitre la
taille des tampons peut également étre utile afin de dimensionner correctement les canaux de
communication [75]. Ces trois propriétés ont été souvent étudiées dans la littérature. Nous
rappelons leur définition dans ce chapitre. Afin de vérifier que certaines situations n’appa-
raissent pas ou qu’au contraire une configuration est possible, nous introduisons également

les problématiques de la couverture d’'un marquage et de ’accessibilité.

4.1 Accessibilité et couverture par préfixe

Soit M@y = (E, <,&,x) un MSC. Une exécution de M@y est une vue séquentielle des
événements, a savoir, une extension linéaire s = (F,<,{) de M. Chaque étape de cette
exécution correspond a un mot préfixe s’ < s. Le marquage X’ atteint apres s’ est tel que
X' (i,7) = x(i,7) + #%Y(s') — #7%(s') pour chaque canal (i,j) € K. Cela signifie que le
nombre de messages dans le canal (i, j) apres I'exécution s’ est égal au nombre de messages
initialement dans ce canal ou envoyés dans ce canal le long de s’ et qui n’ont pas été recus

le long de s’.

Définition 4.1.1. Un marquage xo est accessible par préfixe (ou préfixe-accessible) dans
un MSG G s’il existe un MSC M@y € L(G), une extension linéaire s € LE(M) et un mot
préfize s' < s tel que xo(i,j) = x(i,7) + # (s') — #77(s) pour chaque canal (i,5) € K.

Dans ce cas, nous pouvons considérer le mot partiel M’ constitué du sous-ensemble
d’événements de s” et obtenir un MSC M’@y dont la cible est xg. Il est clair qu'un marquage
est accessible par préfixe dans G si, et seulement si, il est la cible d'un préfixe d'un MSC
accepté.

La premiere propriété naturelle que nous aimerions vérifier consiste a décider si un
marquage donné est accessible par préfixe dans un MSG donné. Nous étudierons aussi le
probléme voisin suivant : le probléeme de couverture par préfize, pour un MSG G donné et
un marquage x donné, consiste & savoir s’il existe un marquage préfixe-accessible y’ tel que
x(i,7) < X'(i,7) pour tous les canaux (7, j) € K. Cela correspond au probléme de couverture
habituel pour les réseaux de Petri.

Décider si un marquage donné est accessible par préfixe correspond & une question
naturelle quand on essaie de comprendre un protocole. Le probleme de couverture semble
aussi étre tres utile dans la pratique. Par exemple, il nous permet de vérifier §’il peut y avoir
au moins quatre messages dans un canal particulier (7, j). Cette situation correspond au
fait que le marquage xo tel que xo(i,7) = 4 et xo(k,l) = 0 pour tous les autres canaux est

couvert par un marquage accessible par préfixe.
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(a) Modélisation avec un MSG (b) Un MSC accepté

FIGURE 4.1 — Protocole des fenétres coulissantes simplifié (fenétre de taille 3).

Exemple 4.1.2. Considérons le protocole des fenétres coulissantes décrit par le MSG re-
présenté dans la figure [{.1] pour lequel ’étiquette de chaque état est un MSC basique qui est
constitué d’un seul échange de message. L’état initial est représenté graphiquement par un
triangle noir dirigé vers le bas et l’état final est représenté par un triangle noir dirigé vers
le haut. Résoudre le probléme de couverture nous permet d’affirmer qu’il n’y a jamais plus

de trois messages dans le canal (i,7).

La notion d’accessibilité par préfixe porte sur le contenu des canaux mais néglige les
états de contrdle. Toutefois, il est possible de vérifier cet aspect avec ’ajout d’instances
observatrices. Considérons a nouveau le protocole des fenétres coulissantes simplifié de la
figure[4.1] Est-il possible que I'instance i soit dans I’état en bas a gauche, tandis que 'instance
j est située dans I’état en haut a droite ? Pour répondre a cette question, nous introduisons
deux nouvelles instances i’ et j’ et considérons les deux MSC I et J de la figure Nous
considérons le nouveau MSG G’ obtenu en remplacant le MSC de ’état en bas a gauche
par le MSC I et le MSC en haut a droite par le MSC J. Alors la question revient & savoir
si les canaux (i,4') et (j,7’) peuvent contenir un message en méme temps, c’est-a-dire si le
marquage o tel que xo(4,7") = 1, x0(4,5’) = 1 et xo(k,1) = 0 pour tous les autres canaux

est couvert par un marquage accessible par préfixe.

Hi IH

FI1GURE 4.2 — MSC I a gauche et MSC J a droite.

Nous pouvons adapter la construction de [75, Th. 4.5] pour montrer que les problémes
consistant a vérifier si un marquage est accessible ou couvert sont tous les deux des problemes
NP-difficiles.
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Propriété 4.1.3. L’accessibilité par préfize et la couverture par préfize sont des problémes
NP-difficiles.

Démonstration. Afin de prouver la NP-difficulté, nous réduisons 3-SAT & nos problémes. Soit
{z1,...,x,} un ensemble de variables propositionnelles et ¥ = {C1, ..., Cp, } un ensemble de
clauses, ou chaque clause C; se compose de variables positives et de variables négatives. Nous
considérons le MSG G = (Q, 14, A, u) avec Q@ = {1,q1,G1, -, @n,qn} et A = {(2,q1), (¢, q1)} U
{40 Gi+1), (@5 Git1), (Tis Gi+1), (Gs Giv1)]1 < i < n}. Hormis I’état initial, chaque état corres-
pond & une variable ou sa négation. L’ensemble des instances est Z = {¢;, c;|1 < i < m},
c’est-a-dire qu’il y a deux instances pour chaque clause. Le MSC p(2) est vide. Le MSC pu(g;)
contient un message allant de I'instance ¢; a I'instance c;- et un second message de 'instance
a l'instance c¢; si le littéral x; apparait dans Cj. De méme, le MSC p(g;) contient un

/
¢

message allant de I'instance ¢; a 'instance c;- et un second message de l'instance c; a l'ins-
tance c; si le littéral z; apparait dans C;. Cette construction est illustrée par la figure
Soit un marquage xo tel que XO(CQ, ¢j) = 1 pour 1 < j < m et égal & zéro pour les autres
canaux. Alors U est satisfiable si, et seulement si, il existe un MSC M@y € L£(G) contenant
un échange de messages entre c; et c;- pour tout 1 < j < m. Cela est vrai si, et seulement

si, xo est accessible (ou couvert) dans G. O

dx qy q-

FIGURE 4.3 — Exemple de la réduction pour (x VyV 2) A (mzVyV —2)A(-zV -y V z).

Nous verrons dans la section que ces deux problémes sont NP-complets.

4.2 Canaux bornés et taille des mémoires tampons

Considérons a nouveau un MSC M@y et une extension linéaire s de M. Le nombre
maximal de messages en attente dans le canal allant de ¢ vers j le long d’une extension
linéaire s d'un MSC M@y est maxy<s(x(i,5) + #(s") — #/7(s')). Comme cette valeur
dépend de s, la largeur de M@y pour un canal (i, j) est définie comme le maximum de cette
valeur pour toutes les extensions linéaires de s : ainsi,

W; i (M@Qy) = max max(x(¢,7)+ (') — 7
i,j(M@y) johax max (x(i,7) + #7(s") —#77(5))
représente le nombre maximal de messages en attente, a toute étape de ’exécution de M Q.

Pour un MSG G, nous considérons la borne supérieure de la largeur de tous les MSC acceptés
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par G : W; ;(G) = suppyayer(g)yWij(M@Qx). Notons ici que le langage d'un MSC L(G) est
infini lorsque G contient des cycles. Ainsi, W; ;j(G) peut-étre également infini. La valeur
Wi ;(G) est utile, car elle représente la taille minimale de la mémoire tampon du canal allant

de i vers j de sorte qu'aucun dépassement de capacité n’apparait dans 'exécution de G.

Définition 4.2.1. Un canal (i,j) est borné dans un MSG G si W; j(G) < co. Un MSG G

est a canauz bornés si tous les canaux sont bornés dans G.

A notre connaissance, calculer W; ;(G) efficacement n’a pas encore été abordé dans la
littérature. Cependant, il est prouvé dans |75, Th. 4.6] que le calcul de la taille de la mémoire
tampon optimale max; j)ex Wi j(G) est NP-difficile. Plus précisément, vérifier si une taille

de mémoire tampon est plus grande que la taille optimale est co-NP-complet.

4.3 Divergence et largeur de canaux bornés

Un bon critére pour détecter le caractére borné d’un canal d’'un MSG a été établi dans
[18, Th. 5] dans le cas particulier des MSG utilisant seulement des MSC basiques. Il s’appuie

sur la notion suivante de graphe de communication.

Définition 4.3.1. [18, [51, [59] Le graphe de communication d’un MSC MQx est le graphe
orienté dont les neeuds sont les instances qui émettent ou recotvent un message dans M
(appelées les instances actives de M ) et tel qu’il y a un arc de i vers j chaque fois que M

comprend soit une émission soit une réception d’un message de i vers j.

Par exemple, le graphe de communication du MSC de la figure est représenté
sur la figure Remarquons ici que ce graphe est fortement connexe. Etant donné un
MSG G et Q" C @ un sous-ensemble d’états, le graphe de communication de Q' est tout
simplement 'union des graphes de communication des MSC portés par les états de Q’. Le
graphe de communication d’un sous-ensemble d’arcs A’ C A est le graphe de communication
de I'ensemble des noeuds des domaines et des codomaines des arcs A’. En particulier, le
graphe de communication d’un cycle de G est le graphe de communication du sous-ensemble
d’états contenus dans ce cycle. Ce graphe de communication correspond également au graphe
de communication de chaque MSC obtenu par le produit des MSC le long de ce cycle.

Pour plus de commodité, nous introduisons la notion de divergence pour un canal donné.

Définition 4.3.2. Soit G un MSG. Un canal (i,7) est divergent s’il existe un cycle dont le
graphe de communication contient un arc allant de i vers j mais pas de chemin de j vers i.

Le MSG G est dit divergent si au moins un canal est divergent dans G.

Remarquons ici que le MSG est divergent si, et seulement si, il existe un cycle dont le
graphe de communication contient une composante connexe qui n’est pas fortement connexe.

La propriété [5.1.1] montrera que l'on peut se restreindre aux cycles élémentaires. Par
conséquent, la notion de divergence de la définition coincide avec le critére établi par
Ben-Abdallah et Leue [I8]. Ainsi, un MSG étiqueté par des MSC basiques est a canaux
bornés si, et seulement si, il n’est pas divergent. Nous allons étendre cette caractérisation a
tous les MSG dans le chapitre [5] 11 est clair que le probleme de la détection de la divergence
est dans NP. En fait, ce probléme est connu pour étre NP-complet [I1, Th. 7].
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A

1 /

-9
L 6
I I I

(a) (b)

F1GURE 4.4 — Un MSC et son graphe de communication.

4.4 Coopération globale et synthese

Les MSG globalement coopératifs jouent un réle important dans la théorie des MSC.
D’une part, leurs langages peuvent étre mis en ceuvre sous la forme d’un systeme a trans-
mission de messages avec des tailles de mémoires tampons possiblement non bornés, au
moyen d’informations de controle ajoutées aux messages [51]. Par ailleurs si le MSG est
également a canaux bornés alors ce systéme ne nécessite que des mémoires tampons bornées
[£9]. D’autre part, leurs langages sont définissables dans la logique MSO pour laquelle les
propriétés d’inclusion sont décidables méme si le langage n’est pas a canaux bornés [50].
De la méme maniere que la divergence, la notion de globalement coopératif consiste en une

contrainte sur les graphes de communication des cycles.

Définition 4.4.1. Un canal (i,j) est globalement coopératif dans un MSG G si i et j
appartiennent d la méme composante connexes dans le graphe de communication de tout
cycle pour lequel a la fois i et j sont actifs. Un MSG G est dit globalement coopératif si

tous les canaux sont globalement coopératifs dans G.

Notons que le canal (7, ) est globalement coopératif dés que (j,4) est globalement co-
opératif. Contrairement a la divergence qui est souvent considérée comme un inconvénient
ou méme une erreur dans la spécification, la coopération globale est une exigence habituelle
afin de garantir un bon comportement du systéme. Pour cette raison, nous exigeons que

tous les canaux soient globalement coopératifs.

Remarque 4.4.2. Nous allons démontrer que les contraintes sur les graphes de commu-
nication pour le probléme de la divergence peuvent étre limitées aux cycles élémentaires
(propriété . La situation est différente pour la coopération globale. Le fait de ne consi-
dérer que les cycles élémentaires conduit a une plus grande classe de MSG qui correspond a
des langages de MSC' qui ne sont pas nécessairement définissables en logique MSO, contrai-
rement aux MSG globalement coopératifs [50]. Cette observation est essentiellement inspirée
par [84), Exemple 1]. Nous considérons dans la figure le MSG avec 5 états étiquetés
par les MSC basiques A, B, et C. Ce MSG est évidemment non-divergent, mais il n’est
pas globalement coopératif. Il est facile de voir que L(G) n'est pas définissable en MSO

Page | 33



Partie 1. Veérification de MSG

avec l'aide de la théorie des langages de MSC réguliers [59]. Nous procédons par contra-
diction. Supposons que L(G) est définissable en MSO. Alors comme L(G) est a canaux
bornés, L(G) est réqulier [59, Th. 4.4]. Par conséquent, l’ensemble des extensions linéaires
LE(L(9)) = Unmaoec(g) LE(M) est un ensemble de mots réguliers [59, Def. 2.2]. Alors, le
langage de mots L' = LE(L(G)) N (LE(A?)*.LE(B - C)*) est aussi régulier puisque LE(A?)
et LE(B - C) sont finis, et par conséquent, ils sont réquliers. Toutefois, il est facile de se
convaincre que L' = {LE(A?)".LE(B - C)" | n > 0} et qu’il n’est pas régulier.

msc A

FIGURE 4.5 — MSG pour la remarque m
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CHAPITRE

5
I Utilisation de SAT-solveurs

Nous avons vu dans le chapitre précédent que la plupart des propriétés intéressantes a
vérifier sur les MSG sont des problemes NP-complets. Afin de pouvoir résoudre ces probléemes
de maniere efficace, nous allons les traduire en formule booléenne. En effet, de nombreuses
recherches on été effectuées ces dernieres années sur les SAT-solveurs si bien que la résolution
de formule booléenne se trouve étre étonnamment rapide en pratique.

Nous commencons par étudier le probleme de la divergence et donnons une formulation
booléenne simple. Nous étudions ensuite la coopération globale et donnons une formulation
un peu plus complexe. Nous terminons ensuite par les problemes liés a I'accessibilité par

préfixe.

5.1 Divergence avec SAT

Nous fixons un MSG G = (Q,1, A, u). Afin de clarifier la présentation et de renfor-
cer les similitudes et les différences entre la divergence et la coopération globale, les deux
définitions prennent en compte des propriétés du graphe de communication de n’importe
quel cycle dans G. En ce qui concerne la divergence, la propriété suivante affirme que nous
pouvons nous concentrer sur des cycles élémentaires. Ceci est trés utile afin de vérifier la
non-divergence d’'un MSG donné. L’affirmation suivante stipule en outre que nous pouvons
considérer un ensemble de cycles élémentaires disjoints, ce qui nous aidera a concevoir une

formule booléenne simple pour le codage de la divergence.

Propriété 5.1.1. Soit i et j deux instances. Les quatre propriétés suivantes sont équiva-

lentes :
1. le canal (i,7) est divergent dans G ;

2. il existe un cycle dans G dont le graphe de communication contient un arc allant de i

vers j mais pas de chemin allant de j vers i;

3. il existe un cycle élémentaire dans G dont le graphe de communication contient un arc

allant de 1 vers j mais pas de chemin allant de j vers i ;

4. il existe un ensemble d’arcs qui forment des cycles élémentaires disjoints et dont le
graphe de communication contient un arc allant de i vers j mais pas de chemin allant

de j vers 1.

Démonstration. Par définition est équivalent a . Supposons que soit vraie : il existe
un cycle gg—q1...q¢n—1—>qn = qo dont le graphe de communication contient un chemin al-
lant de ¢ vers j mais pas de j vers i. Soit ¢ un état de ce cycle tel que p(g) contient un message
allant de ¢ vers j. Considérons maintenant un cycle élémentaire qx—>qx11..-qi—1—>q1 = Qi

qui contient ¢g. Son graphe de communication contient un arc allant de ¢ vers j mais pas de

chemin allant de j vers i. Ainsi, implique . Clairement implique . Supposons
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maintenant que soit vrai : il existe un ensemble d’arcs qui forment des cycles élémen-
taires disjoints et dont le graphe de communication contient un arc allant de 7 vers j mais
pas de chemin allant de j vers ¢. L’un de ces cycles élémentaires admet un arc allant de ¢
vers j dans son graphe de communication. Ce graphe de communication ne peut pas avoir
de chemin allant de j vers i. Ainsi, implique . O

Soit (4,7) un canal. Nous allons construire une formule booléenne ®4;, (G, 7, j) avec deux
types de variables : les arcs a € A et les instances k € Z. Ainsi, il y a |A| 4 |Z| variables.
Pour tout arc a € A de ¢ vers ¢/, nous écrivons s —, r si le MSC contenu dans le domaine ¢
ou le codomaine ¢’ de a contient un échange de messages allant de s vers r, c’est-a-dire s’il
contient un événement étiqueté par slr ou r7s.

Les variables d’arc a affectées a vrai correspondront a un sous-ensemble d’arcs qui forme-
ront un ensemble disjoint de cycles élémentaires. Pour ce faire, nous observons tout d’abord
qu'un sous-ensemble d’arcs forme un ensemble de cycles élémentaires disjoints si, et seule-

ment si, les trois propriétés suivantes sont satisfaites :

— un arc quitte un état si, et seulement si, un arc entre dans cet état,
— il y a au plus un arc sortant d’un état,

— il y a au plus un arc entrant dans un état.

Ces conditions peuvent étre formalisées par les conditions booléennes suivantes :

A la— \V a

acA dom(a’)=cod(a)
A [a— \V a’
Cycles_ Elementaires_ Disjoints = /\ acA cod(a’)=dom(a)
(ma Vv —ad)

a#a’ et dom(a)=dom(a’)
(ma Vv —ad)

a#a’ et cod(a)=cod(a’)

Rappelons que a — b est équivalent & —a V b. Donc Cycles_ Elementaires_ Disjoints est
presque en forme normale conjonctive (CNF), ce qui est nécessaire pour la plupart des
SAT-solveurs.

Remarquons ici que nous considérons des cycles élémentaires disjoints. Cela peut sembler
a priori plus compliqué que de considérer un cycle élémentaire. En réalité, écrire une formule
booléenne sélectionnant un cycle élémentaire est bien plus complexe que de sélectionner des
cycles élémentaires disjoints. La raison est que nous n’avons pas a vérifier qu’il n’y ait qu’un
et un seul cycle élémentaire. Ainsi, avec quelques contraintes au niveau des nceuds nous
pouvons facilement sélectionner des cycles élémentaires disjoints.

Nous considérons a présent le sous-ensemble d’instances assignées a vrai. Nous complé-
tons la formule afin que toutes les instances accessibles depuis 'instance fixée j dans le
graphe de communication des arcs sélectionnés soient affectées a vrai (mais possiblement

d’autres instances également). En particulier, la variable j doit étre attribuée a vrai. Cette
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exigence peut étre formalisée en CNF de la maniére suivante :

Reachable; = j A /\ (aNs)—=r
S—>al
Ceci exprime le fait que si par exemple s est accessible a partir de j, et que a est sélectionné,
alors r est accessible a partir de j, deés lors que le domaine ou codomaine de a porte un MSC
contenant un échange de messages allant de s vers r. Rappelons maintenant que le canal
(i,7) est divergent dans G s'il existe un ensemble de cycles élémentaires disjoints dans G dont
le graphe de communication contient un arc allant de ¢ vers j mais pas de chemin allant de
j vers i (propriété , ce qui signifie que la variable i peut étre assignée a faux. Cela se

traduit par la condition suivante :

Divergence; ; = (—i) A \/ a

i—a]
Pour conclure, nous considérons la formule
D4iv(G, 1, 7) = Cycles_ Elementaires_ Disjoints A Reachable; A Divergencea ;e
Théoréme 5.1.2. Le canal (i,j) est divergent dans G si, et seulement si, la formule boo-

léenne ®4:,(G,1,7) est satisfiable.

Démonstration. Supposons que (i, j) soit divergent dans G. Il existe un cycle élémentaire -y
dont le graphe de communication contient un arc allant de ¢ vers j mais pas de chemin allant
de j vers 7. Assignons & vrai tous les arcs de ce cycle et & faux tous les autres arcs. Assignons
a vrai toutes les instances accessibles a partir de j dans le graphe de communication de ~,
et a faux les autres instances. Une telle assignation satisfait ®qi(G, 1, j).

Inversement, supposons que @4, (G, 4, j) est satisfiable et considérons une affectation sa-
tisfaisante. Le sous-ensemble d’arcs assignés a vrai forme un ensemble de cycles élémentaires
disjoints. Par ailleurs I’ensemble des instances accessibles a partir j dans le graphe de com-
munication de « sont affectées a vrai, mais ¢ est affecté a faux : par conséquent, il n’y a pas
de chemin allant de j vers . Pourtant, il y a un arc allant de 7 vers j grace a Divergence; ;.
11 s’ensuit que (7, j) est divergent dans G. O

Notons que le nombre de clauses dans Cycles_ Elementaires_ Disjoints est d’au plus
|A|+|A]+|A| x (JA] — 1)+ |A| x (JA] — 1) = 2 x | A|*>. Le nombre de clauses dans Reachable;
est d’au plus 1 + |E| avec |E| le nombre d’événements total contenu dans les nceuds du
MSG. I y a 2 clauses dans Divergence; ;. Ainsi, le nombre de clauses dans ®4;y(G,1,7) est
d’au plus 2 x |A|? + |E| + 3. En outre, le nombre de littéraux dans chaque clause est d’au
plus 1+ |A].

Fait intéressant, dans le cas ou (i,j) est divergent alors toute assignation satisfaisant
®4iv(G,1,7) fournit un contre-exemple pour la non-divergence de ce canal sous la forme
d’un cycle élémentaire dont le graphe de communication contient un arc allant de i vers j
mais pas de chemin allant de j vers ¢. Un tel cycle élémentaire peut étre utile en pratique

pour des outils afin de retourner un contre-exemple a 'utilisateur. Ainsi, afin de détecter
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une divergence dans un MSG G, nous avons simplement besoin d’utiliser un SAT-solveur
et linterroger sur la satisfiabilité de ®qiy(G,1,5) pour tous les canaux (7, j). Nous pouvons

également gagner du temps en nous limitant aux canaux qui sont effectivement utilisés dans

g.

Remarque 5.1.3. La formule Cycles FElementaires Disjoints veille a ce que les arcs af-
fectés a vrai forment des cycles élémentaires disjoints dans G. Par conséquent, le codomaine
de chacun de ces arcs est également le domaine d’un de ces arcs. Ainsi, afin d’éviter de
la redondance, nous pouvons restreindre la conjonction dans Reachable; et la disjonction

dans Divergence; ; auxr MSC apparaissant dans les domaines de ces arcs. De plus, un cycle

J
comprend un événement s!r si, et seulement si, elle contient un événement étiqueté par r?s.
En conséquence, nous pouvons rechercher des événements d’émission seulement. Une autre
amélioration simple serait de calculer d’abord les composantes fortement connexes de G et
vérifier chaque composante séparément. Ces trois remarques s’appliquent également pour la

coopération globale dans la suite de ce chapitre.

Remarque 5.1.4. Afin de détecter la divergence d’un MSG G, nous pouvons éviter de
vérifier chaque canal séparément. Pour cela, nous pouvons fabriquer une formule W 4;,(G)
qui est satisfiable si, et seulement si, ®4:,(G,1,7) est satisfiable pour chaque canal (i,7).
Pour ce faire, nous considérons 2 x |Z| nouvelles variables (iy)rer et (ji)kez- Nous exigeons
qu’ezactement une instance iy (respectivement ji) soit affectée a vrai. Intuitivement iy est
affecté a vrai si k = i et ji est affecté a vrai si k = j. Maintenant, V4,(G) est obtenue
a partir de ®4;,(G,1,7) en remplacant la clause —i par N\per(ix — —k), la clause j par

Nkez(jr — k), et la clause \;_, ; a par Ny 1ez((ix A ji) = Vi @)-

Divergence = (/\ (i — k) A ( /\ (i A g1) = \/ a))

kel kl€T k—al

Reachable = /\ (k= k)N /\ (ans)—r

kel S—qTl

U 4i(G) = Cycles__Elementaires__Disjoints A Reachable A Divergence

5.2 Coopération globale avec SAT

De méme que pour la propriété [5.1.1] nous voulons nous concentrer sur des cycles élé-
mentaires (ou des ensembles des cycles élémentaires disjoints) pour vérifier la coopération
globale d’'un MSG a l’aide de SAT-solveurs. Cependant, il n’existe pas de propriétés ana-
logues & la propriété [5.1.1] pour la coopération globale : considérons par exemple le MSG
avec trois états décrit dans la figure [5.1]; ce MSG n’est pas globalement coopératif, mais
le graphe de communication de tout cycle élémentaire est connexe. Pour cette raison, nous

adoptons dans la propriété suivante une contrainte sur les états étiquetés par un MSC vide.

Propriété 5.2.1. Supposons qu’aucun état dans un cycle de G ne soit étiqueté par un MSC

vide. Alors G est globalement coopératif si, et seulement si, le graphe de communication de
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=

FI1GURE 5.1 — MSG pour la propriété [5.2.1

E=E=m

FIGURE 5.2 — MSG pour la remarque |5.2.2

tout cycle élémentaire est connezxe.

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire. Nous supposons que le graphe
de communication de tout cycle élémentaire est connexe. Nous procédons par contradic-
tion et supposons que G n’est pas globalement coopératif. Alors, il existe un cycle v =
q0—>q1---Gn—1—>qn = qo dont le graphe de communication n’est pas connexe. On peut
supposer que ce cycle est de longueur minimale. Comme ce cycle n’est pas élémentaire, il
existe deux entiers naturels k et [ tel que 0 < k <l < n et g = ¢;. Soit ¢ une instance active

dans ¢;. Alors

1. toutes les instances actives dans le cycle qx—qg+1...q1—1—>q; sont connexes avec i

dans son graphe de communication, car v est de longueur minimale ;

2. toutes les instances actives dans le cycle ¢qg—q1...qx—>q1+1—>q1+2---@n—1—>qy, sONt

connexes avec ¢ dans son graphe de communication, car v est de longueur minimale.

Il s’ensuit que toutes les instances actives dans le cycle ¢qg—q1...¢n—1—>¢» sont connexes

avec ¢ dans son graphe de communication : contradiction. O

Remarque 5.2.2. Contrairement a la propriété la propriété |5.2.1| échoue si 'on
considére un canal fixé. Considérons par exemple le MSG représenté dans la figure [5.3
Le canal (i,j) n’est pas globalement coopératif, donc G n’est pas globalement coopératif.
Cependant i et j sont connexes dans le graphe de communication de tout cycle élémentaire
pour lequel a la fois i et j sont actifs (car il n’y a pas de tel cycle élémentaire). Pourtant, le
résultat ci-dessus affirme qu’il existe un cycle élémentaire v et deux instances actives dans
v qui apparaissent dans des composantes connexes distinctes du graphe de communication

de . Cela est vérifié par exemple avec i et k.

Notez ici que nous pouvons facilement vérifier si la contrainte additionnelle sur les états
vides est satisfaite par G en deux étapes. Nous calculons les composantes fortement connexes

de G considéré comme un graphe orienté, puis nous vérifions les deux conditions suivantes :

— chaque état a l'intérieur d’une composante d’au moins deux états n’est pas étiqueté

par un MSC vide;
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— chaque état ¢ muni d’un arc ¢ — ¢ bouclant sur lui méme n’est pas étiqueté par un
MSC vide.

Il est facile de retirer du MSG G tous les états étiquetés par un MSC vide qui apparaissent
dans un cycle afin d’obtenir un MSG équivalent : cette suppression des états vides préserve

et reflete la coopération globale.

Propriété 5.2.3. Soit G un MSG et gy un état étiqueté par un MSC vide et qui apparait
dans un cycle. Soit G' le MSG obtenu d partir de G par

1. lajout d’un arc q1 — qo dans G’ chaque fois qu’il y a deuz arcs q1 — qo et qo — q2
dans G ;

2. puis la suppression de tous les arcs de G ayant pour codomaine qq.

Alors G est globalement coopératif si, et seulement si, G' est globalement coopératif. Par

ailleurs L(G) = L(G').

Démonstration. 11 est clair que pour chaque chemin v réalisant un MSC M@y dans G, il
existe un chemin +/ réalisant M@y dans G’ et inversement pour chaque chemin ~' réalisant
un MSC M@y dans G’ il existe un chemin ~ réalisant M@y dans G. Cette correspondance

est valable pour les cycles. O

Nous pouvons itérer cette transformation a partir de tout MSG G et obtenir un nouveau

MSG G’ satisfaisant les trois contraintes suivantes :
1. L(G) = L(G");
2. G est globalement coopératif si, et seulement si, G’ est globalement coopératif;
3. aucun état présent dans un cycle de G’ n’est étiqueté par un MSC vide.

Nous supposons dans la suite qu’aucun état se produisant dans un cycle de G n’est
étiqueté par un MSC vide. Afin de vérifier que G est globalement coopératif, nous fixons
deux instances i et j et vérifions que pour tout cycle élémentaire dans G, si i et j sont
tous les deux actifs, alors ils sont connexes (propriété . Nous construisons une formule
booléenne ®g(G, 4, j) qui est satisfiable si, et seulement si, il existe un cycle élémentaire pour
lequel 7 et j sont actifs, mais non connexes. La formule ®g(G, 4, j) utilise |A| + |Z| + |Q| des
variables. Chaque arc a € A, chaque instance k € 7 et chaque état ¢ € Q correspond & une
variable. La formule ®5:(G,1,j) se compose de quatre parties et emprunte la spécification

de Cycles_ Elementaires_ Disjoints :

®z(G,i,j) = Cycles_Elementaires_Disjoints A Unconnected; ; A Init; A Propagation; ;

La formule Cycles_ Elementaires Disjoints nous garantit ici encore que les arcs a assignés

a vrai forment une collection de cycles élémentaires disjoints.
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\/a:q—>q’ tel que i€active(q) a

Unconnected; j = \{ A, (aAs)—r

La premiére clause garantit que l'instance ¢ est active dans le graphe de communication des
cycles disjoints sélectionnés. De plus, les instances connectées a ¢ dans le graphe de commu-
nication des arcs sélectionnés sont toutes assignées a vrai et j est assigné a faux. Ainsi, les
formules Cycles_ Elementaires_ Disjoints et Unconnected; ; sélectionnent des cycles élémen-
taires disjoints tels que j n’apparait pas dans la composante connexe de 1.
Le reste de la formule va garantir que les instances ¢ et j sont actives simultanément
dans I'un des cycles élémentaires sélectionnés.
Init; =

a:q—q’ tel que i€active(q) (a A Q)

Si cette formule est satisfaite, alors premierement au moins un état est affecté a vrai et dans
cet état i est actif. Deuxiémement, cet état se trouve sur un cycle sélectionné. Bien que
cette formule soit simple, nous préférerons la formule suivante qui s’écrit plus facilement

sous forme normale conjonctive.

Tnit; — /\{ \/q tel que ic€active(q) 4
g tel que icactive(q) (7 = Vaigosg @)
Cette formule garantit également qu’au moins un état est affecté a vrai, que dans cet état ¢
est actif et que cet état se trouve sur un cycle sélectionné. Elle exige en outre que tout état
affecté a vrai dans lequel ¢ est actif fait partie des cycles sélectionnées.
Nous terminons par la formule Propagation, ; qui garantit que chaque cycle élémentaire
sélectionné, contenant un état g dans lequel i actif, contient un état ¢’ dans lequel j est

actif.

Aa:q—)q’ tel que jé¢q’ ((1 Ng— (]/)

Propagation, ; = /\ {
/\a:q—>q’ tel que i€q’ et j¢q’ ﬁ(q A a)

Théoréme 5.2.4. Soit G un MSG dans lequel aucun cycle ne contient un état étiqueté
par le MSC vide. Alors G n’est pas globalement coopératif si, et seulement si, la formule

booléenne ®5:(G,1,7) est satisfiable pour un canal (1, 7).

Démonstration. Supposons que la formule ®g(G, 14, j) soit satisfaite pour une assignation.
Par la formule Init;, un état g contenant une instance ¢ active est assigné a vrai et un arc a
sortant de g est assigné a vrai. Par la formule Cycles FElementaires_ Disjoints, tous les arcs
assignés a vrai forment des cycles élémentaires disjoints. Par conséquent I’arc a est contenu
dans un cycle élémentaire v disjoint des autres cycles. La premiere partie de la formule

Propagation, ;, contraint & assigner a vrai les états le long du cycle v en commencant par

INE
q et jusqu’a rencontrer éventuellement un état pour lequel j est actif. De plus, la formule
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Propagation, ; contraint a assigner a faux tous les états de v qui précédent un état pour
lequel 7 est actif et j n’est pas actif. Ainsi, si ¢ ne contient pas 'instance j comme instance
active, alors les états de v ne peuvent pas tous étre assignés a vrai. Cela est possible que g’il
existe un état pour lequel 'instance j est active dans «y. Si ¢ contient I'instance j active, alors
~ contient aussi un état pour lequel 'instance j est active. Ainsi, le graphe de communication
formé par « contient les instances ¢ et j. Par la formule Unconnected; ;, les instances ¢ et
J sont chacune dans une composante connexe distincte dans le graphe de communication
formé par «. Ainsi, G n’est pas globalement coopératif.

Supposons maintenant que G ne soit pas globalement coopératif. Comme aucun état
dans un cycle ne contient de MSC vide, il existe un cycle élémentaire v dont le graphe
de communication n’est pas connexe (propriété . Soit i et j deux instances actives
présentent dans deux composantes connexes différentes. Nous montrons que 1’on peut satis-
faire la formule ®5(G, 1, j). Nous assignons a vrai les variables correspondant aux arcs qui
constituent ~, et a faux les autres arcs. Il est clair que Cycles_ Elementaires_ Disjoints est

alors satisfaite. Ensuite, deux cas sont possibles :

1. Tous les états de v contenant une instance ¢ active, contiennent également une instance
j active. Il suffit alors d’assigner a vrai tous les états de ~y et assigner a faux tous les

autres états.

2. 1l existe un état q avec i actif dans lequel j n’est pas actif. Ainsi, il existe un autre
état ¢ dans lequel j est actif sur le cycle «. Nous pouvons supposer que ¢ et ¢’ sont
tels qu’il n’existe pas, sur le chemin allant de ¢q & ¢/, d’état dans lequel i est actif et j

n’est pas actif. Ainsi, les états le long du chemin allant de ¢ & ¢’ dans v peuvent étre :
— des états avec ¢ et j non actifs;
— des états avec i et j actifs;
— des états avec i non actif et j actif.

Nous choisissons d’assigner a vrai tous les états de ¢ (inclus) a ¢’ (exclus) le long de v
et a faux tous les autres états. Ainsi Init; est satisfaite. On vérifie aussi aisément que

Propagation, ; est satisfaite.

O]

On obtient de cette facon une assignation qui satisfait ®gs(G, 4, j).

Rappelons que le nombre maximal de clauses dans Cycles Elementaires_ Disjoints est
d’au plus 2x |A|2. Le nombre maximal de clauses dans Unconnected; ; est d’au plus 3+2x | A|.
Le nombre maximal de clauses dans Init; est d’au plus 1 + |E| avec E le nombre total
d’événements dans le MSG. Le nombre maximal de clauses dans Propagation, ; est d’au
plus 2 x |A|. Ainsi il y a au plus 2 x |[A]> + 3 x |A] + E + 4 clauses dans ®g(G, i, j). Ces

clauses ont au plus |A| 4 1 littéraux.

Remarque 5.2.5. Comme pour la remarque [5.1.4), nous pouvons éviter la vérification de
chaque canal séparément a laide d’une formule unique Ygz(G) qui est satisfiable si, et seule-
ment si, Pge(G, 1, J) est satisfiable pour un canal (i, ), c’est-d-dire si G n’est pas globalement

coopératif. Pour ce faire, nous considérons 2 x |Z| nouvelles variables (ig)rer et (jx)kez-
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Nous exigeons qu’exactement une instance i (respectivement ji) soit affectée a vrai. In-
tuitivement iy est affecté a vrai si k = i et ji est affecté ¢ vrai si k = j. Ci-dessous, une

adaptation de Init, Propagation et Unconnected.

Tnit — { /\kEI i = (vq tel que k€active(q) Q)
/\keZ(/\q tel que kEactive(q)((ik A Q) - Va:q—>¢1’ a))

Propagation _ /\ { /\ZEI(/\a:q—>q’ tel que l¢active(q’) (]l NaNg— q/))
/\k,ZEI(/\a:q—>q’ tel que k€active(q') et l¢active(q’) Ji— _‘(q A a))

Nsosor(@Ns) —r

Nsssur(@AT) =8

Neez it = (Vaiqoq’ tel que keactive(q) @)
Niez Uk — —k)

Unconnected = /\

5.3 Accessibilité par préfixe avec SAT

Le probléme de ’accessibilité par préfixe pour un MSG non-divergent G et un marquage
X' consiste & vérifier si x’ est accessible par préfixe dans G, c’est-a-dire 8’il existe un MSC
accepté M@y et un préfixe M'@Qy de M@y dont la cible est x'.

Considérons un chemin ¢; — ... — ¢, dans G et un préfixe M'Qy du MSC produit
M@y = u(q1)-...- p(gn). Alors la cible de M@y est accessible par préfixe. La raison est que
pour tout chemin ¢1° — ... — ¢,,° avec ¢1° = 12 et ¢,,° = q1, la cible de M'@Y est la cible de
Me@y® - M'@Qy ou M°Qx° = u(q1°) - ... - (gm°). De plus M°@Qyx° - M'Qy est un préfixe de
Me@y° - M@y et ce produit appartient & £(G). Nous pouvons alors supposer qu’au moins
un événement de p(q) n’appartient pas a M’ et qu’au moins un événement de pu(g,) lui

appartient. La propriété inverse est vraie :

Propriété 5.3.1. Soit G un MSG non-divergent. Soit X' un marquage. Si X' est préfize-
accessible alors il y a un chemin q — ... — qy tel que X' est la cible d’un préfize du MSC

produit p(qy) - ... - p(gqn) pour lequel
— un événement de u(q1) n'appartient pas au préfize,

— un événement de u(q,) appartient au préfize.

Démonstration. 11 existe un MSC M@y = (F, X,&, x) dans le langage de MSC L(G), une
extension linéaire s = (E, <,¢) de M, et un préfixe s’ < s tel que x(4, 1) +#7 (s') —#7"(s) =
X'(i,7) pour chaque canal (i,7) € K. Le MSC M@y est le produit de MSC portés par des
états successifs de G le long d’un chemin : = ¢ — ... = ¢, qui débute de I’état initial 2.
Nous posons M,Qy,, = u(g,) pour chaque p < n. Alors MQy = M;Qxq - ... - M, Qy,, et
X = X1. Les événements de s’ correspondent a des préfixes M; de M,. Soit m le premier
indice tel quun événement dans M, n’appartient pas & M/ . Soit m’ le dernier indice
tel qu'un événement dans M, apparait dans M) ,, c’est-a-dire M/ , n’est pas vide. Ainsi,

M,, = M, pour tout p < m et M, est vide pour tout p > m’. Nous considérons le chemin
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qm — ... — @nv. Puisque tous les états apres ¢, sont inutiles pour le préfixe que nous
considérons, nous pouvons supposer que m’ = n. Soit M” le sous-ensemble d’événements de
M' qui n’appartient pas au MSC M@y - ... - M, _1QY,,_1. Alors, le MSC M" @y, est un
préfixe du MSC M,,@Qx,, - ... - M, @y,,. De plus, sa cible est égale & x’. O

Le résultat suivant montre que nous pouvons limiter la longueur des chemins a considérer.

Propriété 5.3.2. Soit G un MSG non-divergent. Soit

P -
maxmax > source(u(q))(j 1)
i¢T et jeT’
ot source(u(q)) désigne la source du marquage du MSC p(q). Un marquage X' est préfize-
accessible si, et seulement si, il y a un chemin g1 — ... — q, de longueurn < (1+F)x|Q|x|Z|

tel que X' est la cible d’un préfive du MSC de produit ju(q1) - ... - p(qn).

Démonstration. Soit Y’ un marquage préfixe-accessible dans G. Par la propriété[5.3.1} il y a

un chemin ¢ — ... = g, tel que
— X est la cible d’'un préfixe M'@Qy du MSC produit MQyx = u(q1) - ... - p(qn)
— un événement de p(q1) n’appartient pas au préfixe M'Qy,
— un événement de u(gy,) appartient au préfixe M'Qy.

Nous supposons que la longueur n du chemin ¢; — ... = ¢, est minimale parmi tous les
chemins qui satisfont ces trois propriétés. Il reste & montrer que n < (1 + F) x |Q| x |Z].
Pour chaque p < n, nous posons M,Qy, = u(g,) et nous considérons le préfixe Mé de
M, qui rassemble tous les événements de M, qui se produisent dans M’. Alors M'Qy =
M{Qxq - ... - M} @y, Soit J, C T le sous-ensemble des instances k telles qu'un événement
dans M@y - ... - M,Qy, survenant sur k n’appartient pas au préfixe M'@y. Clairement,
nous avons J, C J,41 pour tout p. En outre, il existe des instances j € Z telles que j € J;
car des événements de M; n’appartiennent pas a Mj. Ainsi, J; # () et donc il y a au plus
|Z| ensembles distincts Jp.

Nous procédons maintenant par contradiction et supposons que n > (14+F) x |Q|x |Z|+1.
Il'y a deux entiers naturels pet [ telsque 1 < p < p+i <n, J, = Jpy et I+1 > (1+F)x|Q|.
Autrement il y aurait au plus (1 4+ F') x |Q| états ¢, avec le méme ensemble J, et donc il y
aurait au plus (1+F) x|Q| x |Z
Parmi les événements qui se produisent dans M, ..., M, le nombre d’événements de

P
réception i?j avec ¢ ¢ J, et j € J, est au plus égal a Zingp ot jEJ, Xp+1(J, %), par conséquent,

états dans le chemin q; — ... = ¢n, 1.e.n < (1+F) x|Q| x |Z].

il est au plus égal a F. La raison est que X, 1(j,7) < Xp+1(j,4) et aucun événement ne se
produit sur j dans les MSC M, ..., M, puisque j € Jp. Comme I > (1 + F) x |Q] le
chemin gpy1, ..., gp41 contient un cycle gy, ..., ¢+ = ¢ (avec k > 1) tel qu’aucune réception
sur Z\ J, de messages provenant de J, ne se produit dans le MSC p(gr)- ... t(gr4). Comme
G n'est pas divergent, aucun événement d’émission de Z \ J, vers J, ne se produit dans le
MSC produit p(gy)-...- 1(gr+x) non plus. Nous expliquons ci-dessous pourquoi nous pouvons

éliminer ce cycle du chemin ¢, ..., ¢, tout en préservant ses trois propriétés. Autrement dit,
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il existe un préfixe du MSC M@y - ... - M, Qx, - Myy k1@ g k41 - - - M@y, dont la cible
est aussi x'. Cela contredit la minimalité de n. Ainsi, n < (1 + F) x |Q| x |Z].

Nous commencons 'explication annoncée par trois observations :

1. Pour chaque m € [r+1..r+k], M), est précisément la restriction de M, aux événements

qui se produisent sur les instances de Z \ J, car J, = J, = Jy4p.

2. Comme ¢, = @r1, la cible de M, 1@y, 41 est la cible de M,Qy,, c’est-a-dire x,11.
Ainsi, la cible du produit de MSC M, 4+1@Qxp41 - ... - My 1@y, q g est égale & xpi1.

3. Le préfixe M'@Qy de M@y est le produit de MSC M'@Qy = M{@x} - ... M) Qx/ . En
outre, le marquage cible de M] @Qy/ est égal & la cible de M'@Qy, qui est, x'.

Nous savons qu’aucun événement étiqueté par i?j avec j € J, et i € 7\ J, ne se produit
dans le produit de MSC M, 1@Qx, 41 - ... - M1 1@x,y. Par conséquent, il n’existe aucun
arc de J, a 7'\ J, dans le graphe de communication du cycle gy41, ..., ¢r+x = ¢-. Comme
G est non-divergent, il n’y a aucun arc de 7 \ J, & J, dans ce graphe de communication.
Par conséquent, le MSC produit M, ,;@x; -...- M}, ,@x/_, ne contient pas d’échange de
messages entre J, et Z'\ J,. Il s’ensuit que la cible de M/, @y} -...- M}, , Qx| _, est égale

a X, Plus précisément, nous avons
— Xpyr(k, 1) = X1 (k1) si k € Jp et | € J, car rien ne se passe sur .J, et donc sur ce
canal.
— Xy (k1) = X (B 1) sik € T\ Jy et I € T\ J, car la cible de M/ @y}, - ...
M] +k@xgn 41, est égal a sa source, car il correspond a un cycle.
— Xy (k1) = X1y (K1) sik € Jp et I € T\ J, car aucun événement n’agit sur ce canal.
— Xpyrx(F, 1) = x741 (k1) sik € T\ Jp sil € Jp car il n’y a pas d’événement sur ce canal.
Par conséquent, le MSC produit M"@Qyx = MjQyj - ... - M[Qx; - M, Qx| ;. -
M) @y est valide. Ce MSC produit est un préfixe du MSC produit M;@x; - ... - M, Qy,. -

M,k 1QX s gyt - ... - M@y, De plus la cible de M”@y est égal a la cible de M/ @x/ | qui
est x'. O

Ainsi, nous devons explorer seulement des chemins de longueur bornée dans G. Comme
premiere conséquence, nous obtenons la correspondance annoncée entre non-divergence et

canal borné qui généralise [18, Th. 5.
Corollaire 5.3.3. Un MSG G est a canaux bornés si, et seulement si, il n’est pas divergent.

Démonstration. La propriété [5.3.2] montre que si G n’est pas divergent alors il est & canal
borné. Supposons maintenant que (i,7) est un canal divergent dans G. Il existe un chemin
partant de I’état initial de G, étiqueté par M@y, qui conduit & un cycle étiqueté par NQyy
dont le graphe communication contient un arc de ¢ vers j mais pas de chemin de j vers 1.
Par induction sur k, nous allons voir ci-dessous que W; ;(M@Qy - (N@xg)") > r pour tout
r > 0, et par conséquent le canal (i, j) n’est pas borné dans G.

Le cas ou r = 0 est trivial. Soit J 'ensemble d’instances accessibles depuis 'instance j
dans le graphe de communication de N@yyq. Nous avons ¢ ¢ J. Nous savons qu’il n’y a pas

d’arc de J vers Z \ J dans le graphe de communication de N@yg. Soit N'@x le préfixe de
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N qui rassemble tous les événements survenus sur les instances de Z \ J. Alors la cible x

du MSC N’@xq est telle que x1 > xo. Plus précisément, nous avons
— x1(k,1) = xo(k,1) si k € J et | € J car rien ne se passe dans N’ sur ce canal.
— x1(k, 1) = xo(k,l)sik € Z\ Jetl eI\ Jcarlaciblede N est égale & sa source xp

(car N correspond a un cycle) et toutes les actions N sur ce canal se produisent dans
N'.
— x1(k,1) = xo(k,l)sik € Jetl € T\ J car aucun événement sur N n’agit sur ce canal.

— x1(k,1) > xo(k,l) sik € T\ J et | € J car tous les événements d’émission dans ce canal
N apparaissent dans N'. En particulier, x1(¢,j) > xo0(%, ) puisqu’aucune réception sur

j n’apparait dans N’.
Nous considérons le marquage § = 1 — xo et définissons récursivement la séquence de
marquage X, pour r > 2 par x,+1 = X+ 0. Alors, le MSC produit M@y - N'Qxq-...- N'Qy,
est valide et sa cible est égale & x,41 avec x,+1(¢,7) > r + 1. D’autre part, c’est un préfixe
de M@y - (N@yq)"+1. O

Le corollaire ci-dessous donne une borne supérieure pour le nombre de messages en

attente dans un MSG non divergent.

Corollaire 5.3.4. Soit G un MSG non divergent et (i,j) un canal donné. Soit m;; =
max,eq #°7 (11(q)) le nombre mazimal de messages envoyés allant de i vers j dans les MSC
étiquetant un état de G. Alors W; ;(G) < m;; x (1 4+ F) x |Q| x |Z| ot F est défini dans la
propriété[5.3.9

Démonstration. La propriété [5.3.2] montre qu’il est suffisant de vérifier la largeur de canaux

de MSC décrits par une séquence d’états de longueur au plus (1 + F) x |Q] x |Z]. O

Remarque 5.3.5. [l faut noter ici qu’il est nécessaire de connaitre effectivement une borne
pour W ;(G) pour écrire la formule permettant de vérifier qu’un marquage est accessible par
préfize. La borne supérieure du corollaire précédant peut alors étre utilisée. Néanmoins le
calcul de F' repose sur une recherche erponentielle dans le nombre de processus. Si cette

recherche s’avére prohibitive, il est possible d’utiliser une borne moins fine. En effet,

F < max source(p(q)) (i, 7)

0 ex

Par souci de simplicité, nous supposerons dans la suite de ce chapitre qu’il y a au plus
un événement dans chaque MSC porté par les états de G. Notons que cette simplification
n’est pas restrictive. En effet, le formalisme que nous adoptons est équivalent aux MSG
compositionnels. Ainsi tout MSC peut se décomposer en une séquence de MSC contenant
un seul événement.

La formule ®,(G) utilise H = (1+F)x|Q|x|Z] lignes de |Q[+|Z|+3_; jyex [Loga (Wi ;(G)+
1)] variables booléennes qui décrivent un chemin de longueur au plus H débutant de n’im-

porte quel état. Dans chaque ligne x, ou de maniére équivalente, a chaque étape de ce
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chemin, les |@Q| premieres variables N,, (avec 1 < a < |Q|) précisent quel état est at-
teint par le chemin a chaque étape : au plus une de ces variables peut étre affectée a
vrai. Les |Z| variables suivantes I, , (avec p € 7) garde une trace des instances bloquées
a un certain stade. Pour terminer, [log,(W; ;(G) + 1)] variables Cy; ;. sont utilisées pour
chaque canal i — j (avec 1 < b < [logy(W; ;(G) + 1)]). Comme d’apres le corollaire
W;i;(G) < (1+F) x|Q| x |Z| (car m;; < 1), le nombre total de variables sur une ligne est

Q4 |Z| + IZ)* x [logy((1 + F) x Q| x |Z] +1)].

Nous noterons Cj j le nombre binaire } ) <j<fiog, Wi ;(9)+1)] Cbiijia X 2% représentant le

inférieur a

nombre de messages en attente dans le canal (7, 7) a I’étape x. Par souci de lisibilité, nous
représenterons par Cj ;. + 1 la formule requérant que C; j 41 = Cjjz +1 et par Cj 5, — 1
la formule requérant que Cj jz4+1 = C; j . — 1. Ces formules peuvent facilement s’écrire avec

des formules booléennes, voici un exemple si les nombres sont codés sur trois bits :

=Coi e — Coijat1

(=Crija N Cojija) = (Crijat+1 A =Cojat1)

(=C2i 52 N Clija N Coijz) = (Coijatt AC1ijas1 N —Coijatt)
(02,2‘,]',90 VAN Cl,i,j,x A Coﬂ"j@) — false

Cijau+1= /\

Cosije — 7C0,j,2+1
Cisw —1= N\ (Criija N =Coija) = (7C1ijz+1 A Coigat1)
~ (Coije NC1ijae N —Coija) = (702 jor1 A Clijaet1 A Cogjatl)
(_‘CQ,i,j,x A _‘Cl,i,j,x A _‘CO,i,j,x) — false

Nous commencons par écrire une formule exigeant que les variables IV, , sélectionnent

un chemin de longueur au plus H dans le MSG. Ces conditions sont formalisées comme ceci :

/\ (Na,z — _|Nbvx)
1<z<H,1<a<b<|Q)|

/\ Na,z — \/ Nb,:c—l
1<z<H,1<a<|Q| bepred(a)

avec b € pred(a) signifiant que b est un prédécesseur de a.

Nous devons maintenant représenter les échanges de message entre les différentes ins-
tances. Pour cela deux choses doivent étre mises en place. Premiérement, nous devons comp-
ter le nombre de messages en attente dans chaque canal. Deuxiemement, nous devons étre
capable de bloquer une instance afin qu’elle ne puisse plus envoyer ni recevoir de message ;

cela revient intuitivement a décider a quel moment la coupe du préfixe stoppe les instances.

Le blocage des processus est modélisé par les variables I, , avec p € Z. Si I, ,, est assigné
a faux, alors le processus p est bloqué a ’étape = et ne pourra plus envoyer ni recevoir de

message. Si une instance est bloquée a une étape, alors elle reste bloquée par la suite :
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/\ 2y = lpata
pET1<z<H

Nous représentons ensuite les échanges de messages entre les différentes instances. Nous
commencons par initialiser les compteurs a 0 et propageons leur valeurs lorsque aucun état

n’est franchi.

A Ciji1=0
/\ ijET
A (( A ﬁNaz)%(Oi,j,m:Ci,j’zl))
1<z<H \ 1<a<|Q|

Si au contraire un nouvel état est ajouté au chemin, deux choix s’offrent a nous, soit nous
effectuons 'action (réception ou émission), soit nous décidons que cette action ne sera pas

effectuée dans le préfixe et nous bloquons le processus.

(Cijz+1NILig)V I,  siQla] est étiqueté par ilj
(Cijw—1NILjiz) VI, siQ[a] est étiqueté par j?i

A Noo — {

1<z<H,1<a<|Q)

La conjonction de toutes ces formules forme ®,(G). Elle permet de représenter tous les

marquages possibles a obtenir.

Propriété 5.3.6. Soit G un MSG non divergent et X' un marquage. Alors X' est préfize-
accessible dans G si, et seulement si, la formule booléenne ®,(G) est satisfiable avec C; j g =

X'(,7) quelques soient les instances i, j.

Démonstration. Supposons que ®,(G) est satisfiable et C; ;g = X'(¢,7) quelles que soient
les instances ¢,j. Considérons une affectation satisfaisant la formule ®,(G) et telle que
Cijm = X'(i,7) pour tout canal (i,j). Rappelons que ces variables forment un tableau
représentant une exécution possible. Chaque ligne de ce tableau représente une étape de
cette exécution. Soit s la suite d’états de cette exécution. Cette suite d’états représente
un chemin de longueur maximale H dans G. A chaque étape de 'exécution, c’est-a-dire
a chaque ligne dans le tableau de variables, les actions étiquetées dans les états sont soit
effectuées (en incrémentant ou décrémentant les compteurs de messages des canaux), soit
non exécutées, mais cela implique alors que I'instance devant effectuer ’action est ou devient
bloquée. L’état des compteurs de messages des canaux est ainsi mis a jour a chaque étape
de I’exécution. Donc X’ est préfixe-accessible.

Supposons que )’ est préfixe-accessible dans G. Assignons les variables booléennes de
¢, (G) telles quelles représentent un chemin de longueur maximale H dans G et permettent
d’obtenir le préfixe x’. Considérons un sous-ensemble d’états permettant d’obtenir le préfixe
X'. Pour chaque ligne du tableau de variables correspondant a une étape de ce sous-ensemble,
nous exécutons 'action de cette étape, en incrémentant ou décrémentant la valeur des comp-
teurs. Pour toutes les autres lignes, nous n’exécutons pas les actions et bloquons donc les
instances lorsqu’elle effectue une action dans le suffixe. De cette maniere, nous obtenons une

assignation satisfaisant ®,(G) et telle que C; ; g = X/(4, j) pour chaque canal 1, j. O
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Ainsi, nous pouvons vérifier I'accessibilité et la couverture de marquage en ajoutant des
conditions sur le nombre de messages dans les canaux pour un marquage fixé x’. Nous

considérons les formules :

(G, X)) =P (G) A N\ Cijm =X'(6,4)
(i,5)EK

(I)IJC(ga X,) = (I)p(g) N /\ Ciju > X/(i»j)
(i,5)ek
Notons que C; ; g = X'(i,7) et Ci j g > X'(i,j) peuvent effectivement se traduire par des
formules booléennes puisqu’il s’agit simplement de vérifier le codage binaire d’un nombre.
Théoréme 5.3.7. Soit G un MSG non-divergent et X' un marquage. Alors

1. X' est accessible par préfize dans G si, et seulement s, la formule booléenne ®p.(G, ")

est satisfiable.

2. X' est couvert par préfive dans G si, et seulement si, la formule booléenne ®,.(G, x")
est satisfiable.

Remarque 5.3.8. Soit B € IN une taille de mémoire tampon. Le probléme du canal borné
pour un MSG G non-divergent, une taille de mémoire tampon B, et un canal (i,j) consiste
a vérifier si W; ;(G) < B, c’est-d-dire qu’il n’y aura jamais plus de B messages dans le canal

(i,7) quelque soit l'exécution de G. Considérons la formule
(I)cb(ga ivjv B) - (DP<Q) N Ci,j,H > B

Alors W; j(G) < B si, et seulement si, la formule booléenne ® (G, 1, j, B) est satisfiable.
Notons que nous pouvons effectuer une recherche dichotomique sur la taille B, afin de

trouver la plus petite taille de mémoire tampon telle qu’il n’y ait aucun débordement.
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CHAPITRE

ﬂ Coiit des réductions a SAT

Pour résoudre efficacement divers problemes sur les MSG, nous avons formalisé ces pro-
blemes sous la forme de formules booléennes. Les SAT-solveurs ayant fait I’objet de nom-
breuses années de recherche, ils sont capables de résoudre des formules booléennes de maniere
extrémement efficace.

Bien que les SAT-solveurs soient tres efficaces, la réduction d’un probléme vers des SAT-
solveurs n’est pas toujours une bonne idée. En effet, si le probléme a traiter est trop éloigné
d’une formulation booléenne, alors cette formulation risque d’étre beaucoup plus complexe
que le probléme initial.

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous évaluons nos réductions afin de savoir si
les formulations booléennes ajoutent de la complexité par rapport au probléme initial. Pour
ce faire, nous introduisons la notion de ratio. Le principe est le suivant. Nous considérons
une formule booléenne ¢. Nous réduisons cette formule a un probléeme sur un MSG G puis
nous considérons la formule booléenne ¢’ correspondant a la réduction de ce probléme en
une formule booléenne. Nous comparons ensuite le temps 74 et 7, mis pour résoudre ¢ et
¢'. Ainsi, le ratio % évalue la complexité ajoutée par la double réduction pour la formule
booléenne considérée. C’est une surapproximation du surcolit induit par la traduction du
probléme pour un MSG en une formule booléenne.

Dans la seconde partie de ce chapitre, nous évaluons le temps nécessaire pour vérifier
diverses propriétés sur des MSG concrets. Nous comparons ensuite nos résultats a divers

outils existants.

6.1 La notion de ratio

Soit ¢ une formule booléenne avec () variables 1, ..., xg et N clauses (1, ..., Cy. Nous
construisons un MSG Ggiy(¢) avec @ + 2 instances et 1 + Zévzl dy, états ou le degré dy
est le nombre de littéraux dans Cj. Chaque variable est vue comme une instance et nous
considérons deux nouvelles instances désignées par vrai et faux. Chaque littéral de chaque
clause C}, est identifié par un état et nous considérons un état supplémentaire noté 2. Cet
état initial est associé avec un MSC contenant un unique échange de message allant de faux
a vrai. D’autre part, 1’étiquette portée par les autres états [ est un MSC contenant un
unique échange de message allant de vrai vers la variable z, si | = z, et de = vers faux si

[ = not(z). Considérons maintenant le MSG Ggiy(¢) tel que nous avons
— un arc partant de chaque littéral de C} vers chaque littéral Cyq pour 1 < k < N ;

— un arc partant de 2 vers chaque littéral C et un arc allant de chaque littéral C vers

1.

Cette construction est illustrée par un exemple sur la figure Comme tout cycle passe par

1, son graphe de communication est connexe, car il contient un arc allant de faux vers vrai.
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vrai faux

FIGURE 6.1 — Réduction de la formule (a VbV —¢c) A (aV =bV ) A (bV c) au probleme de la
divergence.

De plus, il existe un chemin allant de vrai vers faux si, et seulement si, certaines variables

x sont connectées a vrai et faux.

Lemme 6.1.1. Une formule booléenne ¢ est satisfiable si, et seulement si, le canal ( fauz, vrat)

est divergent dans G g;,(9).

Démonstration. Supposons d’abord que ¢ admet une affectation satisfaisante. Pour chaque
clause, nous pouvons choisir un littéral satisfait. Ces choix déterminent un cycle élémentaire
dans G. Le graphe de la communication de ce cycle contient un arc allant de faux vers vrai
mais aucune variable x n’admet a la fois un arc de vrai vers x et un arc de x vers faux.
Ainsi, il n’y a pas de chemin de vrai vers faux : le canal (faux,vrai) est divergent dans
Gaiv(9)-

Réciproquement, supposons maintenant que le canal (faux, vrai) diverge dans G. Alors
il existe un cycle élémentaire dont le graphe de communication n’admet pas de chemin allant
de vrai vers faux. Nous pouvons identifier un tel cycle avec le choix d’un littéral pour chaque
clause. Pour chaque variable x, nous ne pouvons pas avoir d’échange de message allant de
vrai vers x et d’échange de message allant de x vers faux le long de ce cycle. Ainsi, nous

pouvons déduire du graphe de communication une affectation qui satisfait ¢. O

Le théoreme montre que la vérification de la divergence d’un canal (i,7) d’un
MSG G peut étre réduit simplement a la satisfiabilité de @4 (G,4,7). De plus, par le
lemme la satisfiabilité d’une formule ¢ est équivalente a la satisfiabilité de la formule
D giv(Gaiv(@), faux, vrai). Ainsi, pour une formule booléenne donnée ¢ nous considérons le
temps 71 (¢) utilisé par un SAT-solveur pour résoudre ¢, et le temps 72(¢) utilisé par le méme
SAT-solveur pour résoudre le probleme équivalent formalisé par ®giy(Gaiv(®), faux, vrai).
Le ratio gg4iy(¢) = 72(¢)/71(¢) représente une estimation du coiit de notre réduction pour
vérifier la divergence de Ggiv(¢).

Considérons deux nouvelles instances désignées par T et L. Nous remplacons le MSC

porté par I’état initial dans Ggiy(¢) par un MSC contenant deux échanges de messages, un
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allant de vrai vers T, et un autre allant de faux vers L. On note Ggs(¢) le MSG résultant.

Cette construction est illustrée par un exemple sur la figure [6.2l De méme que pour le

vrai faux T 1

FIGURE 6.2 — Réduction de la formule (a VbV —c) A (aV=bVc)A(bVc) au probleme de la
coopération globale.

lemme nous pouvons établir le résultat suivant.

Lemme 6.1.2. Une formule booléenne ¢ est satisfiable si, et seulement si, le MSG Gge(9)
n’est pas globalement coopératif. De plus, dans ce cas le canal (fauz, vrai) n'est pas globa-

lement coopératif.

Démonstration. Supposons d’abord que ¢ admet une affectation satisfaisante. Pour chaque
clause, nous pouvons choisir un littéral satisfait. Ces choix déterminent un cycle élémentaire
dans Gge(¢). Le graphe de la communication de ce cycle contient deux composantes connexes,
une premiere connectée a T et une seconde connectée a 1. Comme aucune variable  n’admet
a la fois un arc de vrai vers x et un arc de x vers faux, ces deux composantes connexes
sont bien distinctes. Ainsi, le canal (faux,vrai) n’est pas globalement coopératif et donc
Ggc(¢) n’est pas globalement coopératif.

Réciproquement, supposons maintenant que le MSG Gge(¢) n’est pas globalement coopé-
ratif. Alors il existe un cycle élémentaire dont le graphe de communication admet plusieurs
composantes connexes. Remarquons par construction, qu’il ne peut y avoir au maximum
que deux composantes connexes, une contenant vrai et 'autre contenant faux. Ainsi, un
cycle élémentaire dont le graphe de communication admet plusieurs composantes connexes
permet d’identifier un choix de littéral pour chaque clause. Pour chaque variable x, nous ne
pouvons pas avoir d’échange de message allant de vrai vers x et d’échange de message allant
de x vers faux le long de ce cycle. Ainsi, nous pouvons déduire du graphe de communication

une affectation qui satisfait ¢. O

Comme aucun état de Gge(¢) n’est vide, par le théoreme le MSG Gge(¢) n’est pas
globalement coopératif si, et seulement si, la formule booléenne ®g(Gge(¢), vrai, faux) est
satisfiable. Ainsi, ¢ est satisfiable si, et seulement si, la formule ®g:(Gge(¢), vrai, faux) est
satisfiable.
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Pour la formule booléenne ¢ nous considérons le temps 71 (¢) utilisé par le SAT-solveur
pour résoudre ¢, et le temps () utilisé par le méme SAT-solveur pour résoudre le pro-
bleme équivalent formalisé par ®ge(Gge(¢)). Le ratio o4c(¢p) = T2(¢)/71(¢) représente une

estimation du cotit de notre réduction pour vérifier la coopération globale de Gge(9).

6.2 Colit en pratique

Nous allons considérer deux types de formules SAT afin d’évaluer les ratios ggi, et gge-
Le premier type de formules que nous considérons consiste a coder le probleme de n-dames
en formule booléenne. Le but du probléeme est de placer n dames sur un échiquier de n X n
cases sans que les dames ne puissent se menacer mutuellement, conformément aux regles du
jeu d’échec. Par conséquent, deux dames ne doivent pas partager une méme rangée, colonne,
ou diagonale. Simple mais non trivial, ce probléme sert souvent d’exemple. Il est facile de
coder ce probléme en une formule booléenne ®,,. Nous avons calculé les ratios gg4i,(Py,) et
0gc(Pp) (figure en faisant varier le nombre n de dames.

70 T 1000 T T T T

0din(9) + T+ .
2 X
60 |-+ E 100 b N ]
X
X
50 F B x
’ * + 10 & x X ]
ol I R e T et X
ﬁ% + N A e T + 1k . X ]
30 B N
2 01k * 4
# x 4T
10E i 001F ¥  + 4+ 4+ 4+ A+ A+t 4
oL ! ! ! ! ! 0.001 ! !
0 100000 200000 300000 400000 500000 600000 100 1000 10000
Nombre de clauses Nombre de clauses
(a) Ratio gdiv(¢) (b) Temps 71 et T2 pour la coopération globale

FIGURE 6.3 — Probleme des n dames.

Nous pouvons observer que le ratio pour le probleme de la divergence tend vers la valeur
40. En revanche ce rapport ne peut étre mesuré facilement pour la coopération globale. La
raison est que le temps de calcul 72(¢) est tout simplement trop long quand 71(¢) devient
significatif, c’est-a-dire plus grand que 10ms.

Le second type de formules que nous considérons correspond a des formules générées
aléatoirement. Nous générons des formules 3-SAT en choisissant un ratio de 4,2 entre le
nombre de variables et le nombre de clauses. Ce ratio permet d’obtenir d’une part autant
de formules satisfiables que de formules non-satisfiables et d’autre part ces formules sont
souvent difficiles & résoudre [7]. Comme nous pouvons le voir sur la figure , les ratios

obtenus sont bien meilleurs que pour le probleme spécifique des n dames.

6.3 Comparaisons avec d’autres outils

Une autre fagon naturelle d’évaluer notre approche consiste & établir une comparaison

entre notre prototype et des outils existants. Nous avons considérer les trois outils suivants :

— MSCan [23], qui vérifie la coopération globale de MSG.
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FIGURE 6.4 — Formules 3-SAT aléatoires.

— SOFAT [6], qui vérifie simultanément plusieurs propriétés telles que la coopération

globale et la divergence.
— SCStudio [21] qui vérifie la divergence de MSG.

Comme SOFAT ne permet pas de vérifier uniquement une seule propriété, il est difficile de
comparer cet outil. Nous affichons cependant le temps utilisé par cet outil a titre indicatif.
Nous voulions également comparer notre prototype a 'outil MESA [19], pour lequel le Pr.
Leue nous a transféré les binaires, mais nous n’avons malheureusement pas pu l’exécuter.
Nous avons utilisé le solveur SAT Minisat2 [2] afin de résoudre nos formules booléennes.
Toutes les mesures ont été obtenues sur un ordinateur Intel® Xeon® E5620 avec 6 Go de
RAM.

Nous commengons la comparaison avec des MSG aléatoires contenant n états et n/2
instances. Pour chaque état, nous choisissons au hasard trois états successeurs et un MSC

contenant un échange de messages. La figure montre le temps d’exécution moyen pour :
— MSCan pour vérifier la coopération globale (T\scan),

— SOFAT pour vérifier diverses propriétés incluant la coopération globale et la divergence
(TsoFaT),
— SCStudio pour vérifier la divergence (TscStudio)s

— Minisat2 pour vérifier la divergence (mpry) a laide de la formule ®4;,(G) du théo-

réme [5.1.2

— Minisat2 pour vérifier la coopération globale (7qc) a 'aide de la formule ®z(G) du

théoreme £.2.41

Nous considérons ensuite les mémes outils pour le protocole des fenétres coulissantes
de la figure avec diverses tailles de fenétre (figure . Ce protocole est globalement
coopératif et non-divergent.

Pour terminer, nous considérons les MSG générés a partir de la réduction du probleme
des n dames vers la coopération globale (figure .

Nous pouvons constater que les résultats obtenus sont tres encourageants. Pour les trois
types d’instances, notre méthode permet de résoudre en moins d’une seconde des instances
que les autres outils n’arrivent pas a résoudre en un temps raisonnable. L’utilisation d’un

solveur SAT pour résoudre la divergence ou la coopération globale permet également de
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Nombre d’états DIV TGC | TMSCan | TSOFAT | TScStudio
7| <0.01 | <0.01 0.5 1 <1
8 | <0.01 | <0.01 0.6 4 <1
91| <0.01 | <0.01 0.65 3 <1
10 | < 0.01 | <0.01 0.8 14 <1
11 | <0.01 | <0.01 0.94 78 <1
12 | <0.01 | <0.01 1.1 191 <1
13 | <0.01 | <0.01 1.3 841 <1
14 | <0.01 | <0.01 2.5 2700 1
15 | <0.01 | <0.01 3.5 2
16 | < 0.01 | <0.01 14 1
17 | <0.01 | <0.01 21 9
18 | <0.01 | <0.01 58 9
19 | <0.01 | <0.01 210 40
20 | <0.01 | <0.01 440 450
21 | <0.01 | <0.01 550 80
22 | <0.01 | <0.01 1800 3000
23 | <0.01 | <0.01 2700
100 | < 0.01 0.225
1 000 2 140

FIGURE 6.5 — Temps moyen en sec. pour des MSG aléatoires.

Taille de la fenétre | 7prv TGC | TSC Studio | TSOFAT | TMSCan
70 | <0.1 | <0.1 < 0.1 37 50
80 | <0.1 | <0.1 < 0.1 60 86
90 | <0.1 | <0.1 < 0.1 98 140
100 | < 0.1 | <0.1 < 0.1 150 210
1000 | <0.1 | <0.1 5
2 000 0.1 0.1 20
3 000 0.2 0.2 45

10 000 0.5 0.7
20 000 1.2 1.5
40 000 2.6 3.8
80 000 5.9 10
160 000 14 30

FIGURE 6.6 — Temps en sec. pour le protocole de la fenétre coulissante.

n | Clauses | Etats Tac TMSCan TSOFAT
2 8 25 || <0.1 5.17 190
3 31 97 || <0.1 | 94 280.67 | > 100 000
4 80 249 || <0.1
8 0.3
12 4.3
16 35
20 230

FI1GURE 6.7 — Coopération globale codant le probléeme des n dames.

résoudre de tres grosses instances. Par exemple, pour les instances concretes du protocole
simplifié des fenétres coulissantes, nous somme capable de vérifier la divergence et la coopé-
ration globale pour des tailles de fenétre dépassant facilement 100000 alors que les autres

outils sont limités a des tailles de quelques milliers.
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CHAPITRE

7
I Introduction

Considérons un ensemble de réactions qui ont lieu au sein d’une collection de particules
telles que chaque réaction consomme un multi-ensemble de particules disponibles et produit
une combinaison linéaire d’autres types de particules. Considérons de plus un état de controle
qui détermine si une regle peut se produire ou non et tel que I’exécution de cette régle conduit
a un nouvel état de controle, éventuellement identique. Ce modele correspond au formalisme
des PNS que nous avons introduits dans les préliminaires (section .

Le modele des MSG, étudié dans la premieére partie, peut étre considéré comme un cas
particulier de PNS ou les réactions autorisées sont uniquement ’envoi et la réception de
messages entre des instances. Chaque séquence de regles peut étre décrite par un ordre
partiel d’événements appelé un MSC (déﬁnition. Chaque MSC correspond a plusieurs
séquences de regles élémentaires qui sont équivalentes quitte a réordonner des événements
indépendants. De méme, chaque séquence de MSC est équivalente & plusieurs séquences de
MSC. Ainsi, les états de contrdle sont utilisés pour se concentrer sur des entrelacements
particuliers d’événements. Il n’existe a ce jour aucun moyen de considérer ’exécution d’un
PNS (ou d’un VASS) comme un ordre partiel d’événements. Par conséquent, il n’existe aucun
moyen d’appliquer les techniques ou les outils des réseaux de Petri a ’analyse de MSG. Dans
ce chapitre, nous étudions une sémantique d’ordres partiels pour les PNS de telle sorte que le
cadre des MSG puisse effectivement étre considéré comme un cas particulier de PNS et que
les techniques des réseaux de Petri puissent s’appliquer aux MSG. Contrairement aux MSG
généralement étudiés, nous obtenons un cadre formel ou les compteurs et les contraintes
temporelles (avec un temps discret) peuvent étre facilement modélisés et analysés.

Proposée par C.A. Petri dans le cadre restreint de systémes de condition/événement
[88], la sémantique des processus d’un réseau de Petri définit un graphe d’occurrence éti-
queté comme un ensemble partiellement ordonné d’événements avec une condition de non-
branchement [20, 42, 54 9], 103]. Contrairement a lautre sémantique d’ordres partiels
classique, basée sur des séquences d’ensemble de regles [55] 66], [103], un processus enregistre
toutes les dépendances causales entre les événements qui se produisent le long d’une exécu-
tion. Nous présentons dans ce chapitre une sémantique d’ordres partiels pour les PNS qui
étend la sémantique habituelle des processus des réseaux de Petri. L’approche est simple et
naturelle. D’abord, nous considérons ’ensemble des séquences de regles franchissables d’un
PNS, ensuite nous définissons les processus qui représentent une séquence donnée. Ainsi,
chaque processus décrit des dépendances causales entre les événements qui ne sont plus to-
talement ordonnés. Cela signifie que deux regles qui apparaissent I'une apres 'autre dans
une séquence de regles peuvent se produire simultanément au sein d’un processus. Cette
situation est classique dans la modélisation de systémes asynchrones. En particulier, cela
est similaire & la fagon dont les MSC d’un MSG sont obtenus (section . En particulier,
les états de controle représentent des étapes abstraites de calculs utilisées pour spécifier des

ensembles de séquences de regles : ils n’apparaissent pas formellement dans la sémantique
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des processus. De cette fagon, les MSG sont inclus dans le cadre des PNS. Une caractéris-
tique spécifique de la sémantique des processus est qu’une séquence de regles peut donner en
général plusieurs processus non isomorphes en fonction de I'ordre de consommation de par-
ticules identiques. Dans cette partie, nous allons exposer quelques autres faits qui montrent
clairement que le modele de PNS est plus général et plus difficile & manipuler que celui des

MSG et que celui des réseaux de Petri.

Nous montrerons dans ce chapitre que l'inclusion (ou 1’égalité) de deux langages de
processus donnés par deux PNS est indécidable. La raison essentielle est que 1’égalité et
I'inclusion de langages rationnels de traces de Mazurkiewicz [31] sont indécidables, car le
probléme de I'universalité est indécidable [95]. De plus, les langages rationnels de traces de
Mazurkiewicz peuvent étre représentés par des MSG [59] et les MSG sont inclus dans les
PNS. Ce résultat illustre I’écart entre les réseaux de Petri et les PNS sous la sémantique
des processus. En effet, ces deux problémes sont décidables pour les réseaux de Petri, au
moyen d’une réduction simple au probléme de couverture [43]. Cela montre également que
I’analyse des exécutions partiellement ordonnées d’'un PNS ne se réduit pas a la vérification
d’un réseau de Petri en général, en dépit de la simulation bien connue d’'un PNS par un
réseau de Petri (section [2.6)).

Les problemes de syntheése ont été étudiés pour différents modeles de concurrence :
automate asynchrone [31), 40), [104], réseaux de Petri [35] [41}, 61, [83], machines communicantes
a états finis [I11, 59], etc. Elles consistent principalement & caractériser les comportements
formels correspondant & une catégorie de dispositifs concurrents et de construire, s’il existe,
un tel dispositif a partir de ses caractéristiques comportementales. Nous étudions aussi dans
la section [7.4) un probléme de synthése naturel : étant donné un PNS, nous nous demandons
si ses processus peuvent étre générés par un réseau de Petri. Nous montrons que ce probléeme
est indécidable (méme pour les systémes bornés) au moyen d’une réduction au probléeme de
I'inclusion. Cependant, nous présentons dans la suite de cette partie plusieurs nouvelles
techniques qui permettent de vérifier d’autres propriétés d’'un PNS sous la sémantique des

processus.

Le probléeme de model-checking des MSG pour la logique monadique du second ordre
(MSO) a été étudié pour la premiere fois dans [76]. Contrairement aux travaux précédents
[11], les formules sont interprétées sur des scénarios partiellement ordonnés acceptés par les
MSG. Ce probléme est décidable pour la classe des MSG compositionnels siirs [77, 50], ¢’est-
a-dire les MSG considérés dans cette thése (section [3.4). Chaque MSG peut étre considéré
comme un PNS borné. Toutefois, un MSG peut décrire un ensemble infini de marquages, car
un MSG peut étre divergent. Nous présentons dans le chapitre [§] une technique permettant

de vérifier que tous les processus d’un PNS borné donné satisfont une formule MSO donnée.

Nous avons étudié dans la premiere partie de cette theése le probléeme de la détection de
la divergence d’un canal, a savoir, de décider si le nombre de messages en attente au cours
des exécutions est non borné [111 [13), I8, 59]. Ce probléme est NP-complet pour les MSG [11],
Théoreme 7]. Un probléme équivalent, dans le cadre plus général des PNS est le probleme
du caractere borné des préfixes. Cela consiste a vérifier si I’ensemble des marquages atteints

par les préfizes des processus est fini. Nous présentons dans le chapitre [J] une technique
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pour résoudre ce probléme au moyen d’une réduction au probléeme de décider si un réseau
de Petri est borné. Soulignons que notre construction differe de la simulation habituelle
d’'un PNS (ou d’un VASS) par un réseau de Petri, car cette derniére ne conserve pas le
caractére borné des préfires. Le probleme de la borne des préfixes est donc équivalent au
probléme de la borne pour les réseaux de Petri et nécessite un espace exponentiel [43]. Ce
résultat présente un écart de complexité intéressant entre les MSG et les PNS. Il montre
que les algorithmes vérifiant les propriétés des MSG doivent étre améliorés dans le cadre
plus expressif des PNS. D’autres problémes de décision de base sur les marquages atteints
par les préfixes sont bien siir intéressants. Nous montrons en particulier que ’accessibilité
et la couverture d’'un marquage donné par les préfixes d’'un PNS peuvent étre résolues en
utilisant la méme approche.

Dans le reste de ce chapitre, nous commencons par introduire formellement la sémantique
adoptée pour les PNS. Nous montrons comment sont construits les processus d’un PNS sous
cette sémantique. Ensuite, nous montrons comment les PNS sous la sémantique des processus
permettent de généraliser les MSG. Pour terminer, en considérant les PNS comme un moyen
de spécifier des comportements paralleles sous la forme de processus, nous abordons le
probléme consistant & construire un réseau de Petri équivalent a un PNS.

Par souci de simplicité, pour toute application A : A — B entre deux ensembles finis A
et B, nous noterons également par A application naturelle A : A* — B* des mots sur A vers
les mots sur B et application A : N4 — IN® d’un multi-ensemble A vers un multi-ensemble
B telle que A(p) = Y 4e4 1(a) - A(a) pour chaque multi-ensemble p € IN4. De plus, nous
identifierons un ensemble S avec un multi-ensemble pg pour lequel pg(x) = 1si x € S et

ws(z) = 0 sinon.

7.1 La sémantique des processus

Dans cette partie, nous nous intéressons a une sémantique de PNS basée sur les réseaux
causaux qui est une généralisation directe de la sémantique des processus des réseaux de
Petri [20, 42, 53], 54, 91, 103]. Un processus d’un réseau de Petri N est un réseau causal
KC dans lequel chaque condition de K est étiquetée par une place de A et chaque événe-
ment de K est étiqueté par une transition de N. La sémantique des processus des réseaux
de Petri caractérise les réseaux causaux étiquetés qui décrivent ’exécution d’un réseau de
Petri donné. Nous avons déja observé que chaque transition d’un réseau de Petri peut étre
considérée comme une regle. Pour cette raison, nous adoptons une représentation graphique
des regles similaires aux transitions des réseaux de Petri, comme le montre la figure [7.2(a)|
Etant donné un multi-ensemble initial de places, chaque séquence de régles tirable peut
étre représentée par un réseau causal, appelé processus, qui en quelque sorte recolle les re-
présentations de chaque regle. Par exemple, le réseau causal étiqueté K de la figure [7.1(b)}
représente un processus du réseau de Petri N de la figure [2.5(Db)

La définition qui suit explique comment les processus sont obtenus a partir d’une sé-
quence de regles donnée. Ensuite, les processus d’un PNS seront définis comme les processus
de ses séquences de regles tirables (définition .

Page | 61



Partie I1. Réseaux de Petri avec états

Tty p ©), c
c:y+z—y p:x—xr+2 ‘p @ c
(a) Un PNS avec deux états de controle (b) Un pr(;cessus et un préfixe

F1GURE 7.1 — Exemple du producteur consommateur.

Définition 7.1.1. Un processus d’une séquence de régles s = ryi...r, € R* a partir d’un
marquage p € NP se compose d’un réseau causal K = (B, E, F, fiymin) avec n événements
€1,....,en et dun étiquetage m : BUFE — P UN tels que les conditions suivantes sont

satisfaites :
1. w(b) € P pour tout b € B, w(e) € N pour tout e € E, et m(fhmin) = it ;
2. ri = (m(ei), m(%€;), m(e})) pour tout i € [1,n];
3. e;FTe; implique i < j pour chaque i,j € [1,n].

On note par [[S]]u la classe de tous les processus de s da partir du marquage (.

Dans cette définition, m désigne I’étiquetage de K et son extension naturelle aux multi-
ensembles. La premiere condition affirme que le marquage initial du réseau causal décrit
le marquage p. De plus, chaque condition est associée a une place et chaque événement
correspond a un nom de la régle. La deuxiéme condition exige une correspondance entre les
regles et les événements. Enfin, la derniére propriété assure que l'ordre total des regles dans
s correspond a une extension de l'ordre partiel des événements dans K. Par conséquent,
tout sous-ensemble d’événements {ey, ..., e} est fermé inférieurement. C’est donc une confi-
guration (page . De plus, le réseau causal préfixe K' correspondant & la configuration
{e1,...,en—1} (voir la définition du préfixe d’un réseau causal a la page est un processus
de la séquence de regles ry...r,—1 a partir du méme marquage p. Par conséquent, la classe
des processus d’une séquence de régles pourrait aussi étre définie inductivement sur sa lon-
gueur, comme nous le verrons dans la propriété [7.2.1] En outre, nous verrons que la classe
des processus d’une séquence de régles est vide si, et seulement si, la séquence de regles n’est
pas tirable a partir de fmin.-

Soit H une configuration d'un processus K = (B, E, F, liyin, ™) pour une séquence de
regles s a partir de p. Soit Bpax I'ensemble des conditions maximales du préfixe Kg par
rapport a F*. Alors, le multi-ensemble de places 7(Bmax) est appelé marquage atteint par
Kpg et on dit que Ky conduit au marquage m(Bmax). Soit sy une extension linéaire des

événements présents dans H. Alors, il est clair que la séquence de regles 7(sg) est tirable a
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@ @ @ Q)
@ ) @ Q)
a p --—»@ p— & p --—»@ p— c
@ ) @ @
(a) Reglea : z4+y — xz+y+=z (b) Deux processus partant de = + y + z

FI1GURE 7.2 — Illustration des regles et des processus.

partir de p et conduit au marquage m(Bmax). De plus, g est un processus de la séquence
de régles 7(sy) partant de p.

Formellement, tout réseau causal étiqueté isomorphe a un processus de s est aussi un
processus de s. En particulier, la classe des processus de la séquence de régles vide partant
d’un marquage p recueille tous les réseaux causaux étiquetés avec aucun événement et tels
que I'ensemble de ses places représente le multi-ensemble u. Par ailleurs une séquence de
régles peut donner lieu a de multiples réseaux causaux (non isomorphes) en fonction de
la consommation des jetons de chaque événement et du marquage initial. Par exemple, la
séquence de régles (p:x —z+z2)-(c:y+z—y)-p:x—2x+2)-(c:y+2z—y) du
PNS de la figure correspond au réseau causal de la figure Cependant, s’il y
a x + y + z jetons au départ, alors cette séquence de régles correspond aux deux réseaux
causaux étiquetés de la figure parmi d’autres.

Définition 7.1.2. Soit S un PNS avec un marquage initial p;,. Un processus de S est un
processus d’une séquence de régles de S a partir de p;,. Nous notons [S] la classe de tous

les processus de S.

Ainsi [S] = Usecs( el - I est facile de vérifier que les processus d’'un PNS munis
d’un seul état sont précisément les processus du réseau de Petri correspondant selon la
sémantique des processus habituelle [20] 53] [103]. En outre, tout préfixe d’un processus de
S est un processus d'une séquence de regles. Par conséquent, la classe des processus des
réseaux de Petri est close par préfixe. Cependant [’ensemble des processus d’un PNS n’est

pas clos par préfive en général, comme le montre I’exemple suivant.

Exemple 7.1.3. Considérons le PNS de la ﬁgure avec un marquage initial x 4+ y et
son processus décrit sur la figure . Clairement, le préfize de ce processus encerclé par
la ligne en pointillés sur la figure|7.1(b) n’est pas un processus du PNS car p.p n’est pas une

séquence de régles tirable dans S.

Rappelons qu’un PNS est borné si I’ensemble de ses marquages accessibles est fini

(page . Un PNS est dit borné par préfize si 'ensemble des marquages accessibles par
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des préfixes est fini. Clairement, les PNS bornés par préfixe sont bornés. Cependant, la pro-
priété inverse n’est pas vraie en général. Continuons ’exemple : chaque processus du
PNS de la figure conduit & un marquage avec au plus 3 jetons alors que les préfixes
de ces processus conduisent a une infinité de marquages distincts (voir dans la figure [7.1(b)]
un préfixe du processus qui conduit & un marquage avec 4 jetons). Cependant, soulignons
que chaque réseau de Petri borné est borné par préfixe, car sa classe de processus est close
par préfixe.

Notons que la simulation d’'un PNS par un réseau de Petri décrite dans la sous-section
n’est pas fidele a ’ordre partiel du point de vue que nous adoptons ici. Considérons a nouveau
la figure Les processus du PNS § (avec trois places) sur le coté gauche different des
processus du réseau de Petri A/ (avec cing places) sur le ¢oté droit. Dans le chapitre @ nous
introduirons une simulation d’'un PNS par un autre PNS qui nous permettra d’analyser

I’ensemble des marquages accessibles par les préfixes des processus d’'un PNS donné.

i
Tty p
(]
N> z
c:Yy+z—y p:r—>r+z C
0 q
Y

FIGURE 7.3 — Simulation d’un PNS par un réseau de Petri.

7.2 Construction inductive des processus

Pour chaque séquence de régles u = r1...rp, € R*, le colt de u correspond au vecteur
cost(u) € Z telle que cost(u)(p) = 3.7 *ri(p) — r;*(p) pour chaque p € P. En particulier,
le cotlit de la séquence de régles vide est le vecteur nul. Si une séquence de regles u est tirable
a partir d’'un marquage p, alors le marquage atteint par u depuis p est g — cost(u). Soit K un
processus d’'une séquence de régles tirable u & partir de . Alors p — cost(u) est le marquage
atteint par K depuis p. En outre, le marquage p — cost(u) correspond a Iensemble des
conditions de IC qui ne sont pas des places d’entrées d’un événement dans K (ce qui signifie
intuitivement qu’ils sont encore disponibles), c’est-a-dire aux places maximales de K.

Pour chaque régle r telle que *r < pu — cost(u), nous désignons par K - r la classe des
réseaux causaux étiquetés obtenus en ajoutant a K un événement qui décrit une occurrence

de la regle r qui consomme *r conditions disponibles dans K.

Propriété 7.2.1. Soit n € NP, La classe des processus d’une séquence de régles u € R*

satisfait les trois propriétés suivantes :

— Siu estvide, c’est-d-dire u = €, alors chaque processus de [[5]]# se compose de -, p p(p)

conditions et d’aucun événement.
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est vide si [u] , est vide ou

— Pour toutes régles v € R, l'ensemble des processus [u.r] 4

“w
*r > pu— cost(u).

— Pour toutes régles r € R, si l’ensemble des processus [[u]]u n'est pas vide et *r <
p — cost(u) alors [[u.r]]u recueille tous les processus de KC - r pour tous les processus
K €[],

Démonstration. Par la définition un processus de la séquence de regles vide a partir
d’un marquage p se compose d'un ensemble des places qui représente p. Considérons une
séquence de régles u et une régle r. Supposons que [u.r] ,, e soit pas vide. Soit I un réseau
causal étiqueté de [u.r] - Nous avons déja remarqué que certains préfixes X' de K sont des
processus de u depuis p. Par conséquent, [u] , West pas vide. De plus, K appartient a K- r.
Comme u.r est une séquence de régles tirable, *r est plus petit que les marquages atteints
par u depuis p, c’est-a-dire *r < p — cost(u). Ainsi, par contraposition, si [u] , est vide ou
*r > p—cost(u), alors [u.r], est vide. En revanche, si [u] , n’est pas vide et *r < pi—cost(u),

alors tout réseau causal étiqueté de K' - r avec K' € [u], est clairement un processus de w.r

o
depuis p. De plus, tout processus de [u.r] ., beut-étre obtenu de cette manieére. O

Etant donné deux multi-ensembles de places pq, 12 € INT, le maximum max(f1, pi2) est
égal au nombre maximal de jetons dans chaque place : max(ui, p2)(p) = max(p1(p), p2(p))

pour chaque p € P. Nous allons utiliser par la suite la fonction de prérequis req : R* — INF.

Définition 7.2.2. Le prérequis d’une séquence de régles u € R* est le multi-ensemble de

places défini inductivement de la maniére suivante :
— req(e) =0,
— req(u.a) = max(req(u), *a + cost(u)) pour tout u € R* et tout a € R.

L’observation suivante montre que le prérequis d’une séquence de regles u est le marquage

minimal p tel que u est tirable a partir de p c’est-a-dire que [u] , # 0.
Propriété 7.2.3. Soit u € R* et € INT. Alors [u], # 0 si, et seulement si, p > reg(u).

Démonstration. Nous procédons par induction sur la longueur de u. Si u = ¢ alors req(u) = 0
d’ott p > req(u). De plus, [¢] ., contient chaque réseau causal avec aucun événement et avec
un ensemble de conditions représentant le marquage p. Etape d’induction : soit u € R*
et a € R. Supposons pour commencer que [u.a], # 0. Par la propriété NOUS avons
p > ®a+ cost(u). D'un autre coté, nous avons [u], # 0 d’ott > req(u) par hypothese
d’induction. Ainsi, p > max(req(u),®a + cost(u)) = req(u.a). Supposons maintenant que

[w.a], = 0. Nous distinguons deux cas.
1. [[u]]” = (). Alors, par hypothese d’induction, nous avons u < req(u) < req(u.a).

2. [u],, # 0. Alors, par la propriété nous avons 4 < *a+cost(u) < max(req(u), *a+
cost(u)) = req(u.a).

Ainsi [u.a], # 0 si, et seulement si, > req(u.a). O
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7.3 Des MSG aux PNS

Considérons un systéme distribué composé d’un ensemble Z d’instances et d’un ensemble
K de canaux de communications entre les instances. Le comportement d’un tel systeme peut
étre spécifié par un PNS sur ’ensemble de places P = ZU K telles que les envois de messages
a partir de I'instance 4 vers I'instance j dans le canal k; ; de i vers j est codé par une regle
i'j 11— 1+ k;; et la réception d’un tel message est codé par une regle j77 : j + k; ; — 7.
Nous exigeons que le marquage initial (et chaque marquage accessible) contienne un seul
jeton dans chaque place ¢ € Z, de sorte que tous les événements d’un processus localisés sur
une instance donnée sont totalement ordonnés. Un tel PNS peut étre considéré comme un

MSG dont les comportements ne sont pas nécessairement FIFO.

@

T+w—1
i—i+d -+ d =]
i+a—1 =] — j+a
T =1+ w
©)
(a) Modélisation avec un PNS (b) Un processus avec n = 1

FIGURE 7.4 — Protocole simplifié des fenétres coulissantes.

Exemple 7.3.1. Le PNS de la figure décrit une version simplifiée du protocole des
fenétres coulissantes utilisé pour transmettre des données d’un serveur i d un client j. Le
nombre mazximal d’acquittements manquants est formalisé par n jetons initiaux sur la place

w (la fenétre ou « window »). Le comportement du systéme se décompose en trois étapes.

1. Le serveur envoie un nouveau message représenté par un jeton d si des jetons w sont

disponibles : il consomme un jeton w (i +w — i), et envoie la donnée (i — i+ d).

2. Le client recoit un message et retourne un acquittement représenté par un jeton a : il

consomme la donnée (j+d — j), et produit un acquittement (j — j + a).

3. Le serveur recoit un acquittement et incrémente la taille de la fenétre : l'acquittement

est consommé (i + a — i), et un nouveau jeton w est créé (i — i+ w).

Un processus typique de ce systéme avec n = 1 est représenté dans la figure|7.4(b)

Comme les compteurs sont proscrits dans les MSG étudiés dans la premiere partie, tout
MSG équivalent au PNS de 'exemple a besoin de n états distincts pour représenter
I’état courant de la fenétre. Un tel MSG est donc exponentiellement plus grand que ce PNS

du fait que n est codé en binaire : si ce protocole commence avec une taille de fenétre initiale
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de n = 2% . w, alors tout MSG décrivant la méme classe de processus a besoin de 2F états
distincts.

Les PNS apparaissent ainsi comme une généralisation des MSG qui permet d’obtenir des
spécifications plus concises. Voici comment nous pouvons définir formellement le plongement

des MSG dans les PNS.

Définition 7.3.2. Un PNS est équivalent a un MSG s’il existe un ensemble d’instances T

tel que :
— Chaque place correspond d un canal entre deuzx instances ou a une instance : P =
IxI\{@G,i)|ieZ}WT.
— les seules reégles existantes sont les envois et les réceptions de messages :
—dljri—i+(i,7)
— i+ (g,1) >0
— pin(i) =1 pour chaque i € T.

Remarquons que les regles des PNS sont présentes sur les arcs tandis que celles des MSG
sont présentes dans les états. Toutefois, cela ne change rien essentiellement & I’expressivité
du modele. De plus, dans cette définition, nous omettons le fait que les MSG considérés
dans la premiere partie attribuent un marquage fixe a chaque état.

Dans cette seconde partie, nous considérons a plusieurs reprises une sous-classe de PNS

qui généralise les MSG et que nous appelons des MSG étendus.

Définition 7.3.3. Un PNS est un MSG étendu s’il existe un ensemble d’instances T tel
que :

— 1l existe un ensemble de places correspondant a des canaux entre deux instances ou d
une instance : P DT x T\ {(i,i)[i € Z} WT.

— Toutes les régles utilisant des places canauz sont des envois ou des réceptions de mes-
sages du type i\j : i — i+ (i,7) oui?j : i+ (j,i) — i. Les autres régles n’affectent pas
les canauz.

— pin(i) = 1 quelque soit l'instance i € T.

— St une régle r = (\, , ) consomme une instance i, alors cette méme régle restitue une

instance i et inversement : i € a < 1 €  pour chaque ¢ € Z. Il y aura donc toujours

un et un seul jeton dans chaque place instance.

— Si une régle v utilise une instance i et une place a ne correspondant pas d un ca-
nal, alors la place a est toujours utilisée avec linstance i et aucune autre instance;

autrement dit,
pour chaque place a € P\ (Z x I), et chaque instance i € L :

e (Frlacrurthiec®r)= (Yr:ac®rUr®=ic*r)

o (Arlacrurtnic®r)=(VrVjeZ:(ac®rUr*Aje’r)=1=j)
Intuitivement, cette derniére condition garantit que les places qui ne sont ni des ins-

tances ni des canaux sont ou bien localisées sur une instance précise ou indépendante

de toute instance.
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Afin de rendre la représentation des MSG étendus plus intuitive, nous ajoutons la pos-
sibilité de dessiner des MSC a l'intérieur des nceuds du graphe. Nous supposons cependant
que les modeles obtenus sont bien équivalents & un MSG étendus. Un échange de message

entre deux instances peut ainsi étre représenté par deux regles comme le montre la figure

@ @
——
i
@ @ O jﬁk’%j*’:;O J’+km‘%j‘o
) (b)

(a) MSC Processus (c) Regles

FIGURE 7.5 — La représentation sous forme de MSC peut étre modélisée avec des regles.

Nous ajoutons également la possibilité d’ajouter directement des affectations et des
gardes sous forme d’égalité ou d’inégalité a respecter sur des variables entiéres positives
fixées. Nous imposons cependant que la valeur maximale de chaque variable soit définie. 11
est alors simple de modéliser des affectations ou des conditions d’inégalité a respecter. Pour
cela, nous devons utiliser deux places pour modéliser une variable. Par exemple, pour modé-
liser une variable v,, nous pouvons utiliser les places a et a. Le nombre de jetons dans a sera
égal a la valeur de v,. Le nombre de jetons dans a, noté vg, sera égal au complémentaire de
v, pour atteindre la valeur maximale @,5,q,. Autrement dit, a tout moment v, + vz = Gmaz-
Cette modélisation nous permet aussi d’introduire facilement des gardes et des mises-a-jour

des variables sur les arcs.

— La condition v, > x se modélise par la régle x - a — x - a. Si on est capable de
consommer x jetons dans a pour les restituer, cela signifie bien que nous possédons au

moins z jetons dans a et donc que v, > .

— La condition v, < z est équivalente a la condition a,;,q: — vz <  qui est équivalent a la
condition vg > Gy — 2. Cette condition se modélise alors par la régle (amq —)-a —
(@maz — ) - @.

Ici encore nous n’ajoutons rien a ’expressivité des MSG étendus.

Nous illustrons & présent ces MSG étendus a ’aide de ’exemple suivant. Une seconde
version simplifiée du protocole des fenétres coulissantes est décrite sur la figure [7.6] sous la
forme d’'un MSG (& gauche) et d'un MSG étendu (a droite). Nous constatons & nouveau
que la modélisation en PNS est plus concise et trés simple & comprendre. Le compteur ¢
correspond au nombre d’acquittements manquants. Lorsqu’un message est envoyé de ’'ins-
tance ¢ vers l'instance j, le compteur c est incrémenté et lorsque j envoie 'acquittement a
i, le compteur ¢ est décrémenté. De plus, des gardes sont placées sur les arcs de telle sorte
que la valeur de c est toujours comprise entre 0 et 4.

Notons que les MSG sont généralement utilisés sous I’hypothese de communications
FIFO. Cette restriction peut également étre considérée pour les MSG étendus de la maniere

suivante.
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FIGURE 7.6 — Modélisation du protocole simplifié des fenétres coulissantes avec un MSG a
gauche et un PNS a droite.

Définition 7.3.4. Un processus d’'un MSG étendu est FIFO s’il est FIFO sur tous les

canauz. Un processus d’un MSG étendu est FIFO sur un canal (i,7) si :
— Les messages ne se doublent pas dans ce canal.

— Les messages présents initialement dans ce canal sont consommés en premier.

Remarquons que nous pouvons utiliser des compteurs afin de représenter des timers
localisés. En effet, les timer peuvent étre vus comme des variables initialisées avec une
certaine valeur et décrémentée au cours du temps. En suivant la norme des MSC [92], les

actions atomiques suivantes peuvent étre effectuées :
— Un timer peut étre initialisé : cela correspond a lui affecter une valeur.
— L’expiration d’un timer peut étre vérifiée : cela correspond & effectuer un test a zéro.
— Un timer peut étre arrété : cela correspond a vérifier que le timer n’est pas expiré.

En considérant des timers discrets et bornés, les PNS peuvent effectuer simplement

toutes ces actions de la maniere suivante :

— Initialisation d’un timer sur l'instance i (figure [7.7(a))) :
1 —1 «cp:=10 »

— Arrét d’un timer avant son expiration, sur l'instance ¢ (figure [7.7(a))) :

1 —1 «cp >0

— Constat de 'expiration d’un timer sur linstance i (figure [7.7(c))) :

1 —1«c==0n»

Notons que nous pouvons également modéliser simplement des contraintes temporelles de
délai localement sur une instance (figure [7.7(d))) :

=i «cp:=0»idly

114 2<c <3 »i?j.

Parallelement a ces actions atomiques, la valeur de tous les timers doit pouvoir étre
décrémentée a tout moment. Afin de représenter I’écoulement du temps, pour chaque état
du MSG, nous ajoutons des boucles implicites qui effectuent la décrémentation de tous les
timers non expirés (figure [7.8)).

Ben-Abdallah et Leue présentent dans [19] une version simplifiée du fonctionnement

d’un distributeur automatique de billets (ATM) avec un MSG muni de contraintes tem-
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t; =10 ty <X t1 2, 3]

(a) Initialisation (b) Arrét (c) Expiration (d) Contrainte locale

FIGURE 7.7 — Représentation des timers dans les MSG étendus.

i+cp —1

FiGURE 7.8 — Exemple d’une boucle implicite dans le cas d’'un compteur c¢; localisé sur
I'instance i et d’'un compteur cy localisé sur 'instance j.

porelles mais sans compteur. Nous reprenons leur exemple en ne modélisant que la partie

d’identification (figure [7.9) et en nous appuyant sur un compteur d’erreurs noté err.

| Utilisateur ATM

;l | Carte | <

err =0

Utilisateur ATM

| ReqPIN |

—

Utilisateur ATM

Carte

A
err > 3

Utilisateur ATM  Banque Utilisateur ATM  Banque Utilisateur ATM  Banque
Invalide EntrerPIN <X ty
Carte
t t=1 :
Invalide [~ SOXA Stoj '\
TimeOut

Message 20, 30]

}

Valide

Utilisateur ATM  Banque ]

FX )

Action
Carte

FIGURE 7.9 — Modélisation d’'un distributeur automatique de billets (ATM) avec un MSG
étendu.
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La premiére observation que nous pouvons faire est la simplification obtenue par 'ajout
d’un compteur. En effet, contrairement & la modélisation de ce systéme en [19], nous n’avons
pas besoin de recopier plusieurs fois des états identiques pour modéliser le fait qu’un utili-
sateur a le droit a trois essais uniquement.

Si nous vérifions I'accessibilité de ’état le plus en bas de ce MSG étendu, nous obtenons
que cet état n’est pas accessible. En effet, la contrainte exigeant que la banque utilise au
moins 20 unités de temps pour répondre implique que le timer ¢; expirera avant que la
banque n’ait eu le temps de répondre. Si par contre nous réduisons cette contrainte en
dessous de 10 unités de temps, alors cet état devient accessible.

Il faut souligner ici que le modele ainsi obtenu permet de spécifier des protocoles tem-
porisés sous une forme trés différente de celle étudiée dans [§] et [48] car les contraintes
temporelles sont formalisées a I'aide d’intervalles de temps entre les événements dans un
MSC mais aussi entre les événements de deux MSC consécutifs sur une instance fixée. De
plus le temps s’écoule de maniére continue et peut s’écouler a des vitesses différentes sur
les instances d’'un méme MSG, ce qui provoque le « drift » étudié dans [§]. Ce décalage
permet de modéliser une machine a deux compteurs et conduit aux résultats d’indécidabi-
lité de [48]. Cet aspect est néanmoins exclu de notre approche puisque le temps s’écoule de

maniere synchronisée a l'intérieur de chaque MSC.

7.4 Vérification des propriétés d’inclusion pour des réseaux

bornés
Un probléeme classique en théorie de la concurrence consiste a caractériser le pouvoir
d’expression d’un modele. De plus, un probleme couramment étudié est la synthése d’un
systeme a partir de sa spécification comportementale. Dans ce chapitre, nous considérons
les réseaux de Petri avec états comme un moyen de spécifier des comportements paralleles
sous la forme de processus. Nous abordons le probleme consistant & construire un réseau de

Petri équivalent a un réseau de Petri avec états. Deux classes de spécifications sont étudiées

en fonction de la notion d’équivalence que nous adoptons.

r+y

b:y—vy a:xr—x

c:r+y—=z C
5 )

(a) Un PNS non préfixe-réalisable (b) Un processus

FIGURE 7.10 — Un PNS et un processus non acceptant.
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Définition 7.4.1. Un réseau de Petri avec états S est réalisable (respectivement préfixe-
réalisable) s’il existe un réseau de Petri N tel que [S] = [N] (respectivement Pref([S]) =

VD)

Notons que le réseau de Petri avec états S de la figure n’est pas réalisable, car
I’ensemble des processus qu’il accepte n’est pas clos par préfixe (exemple alors que
I’ensemble des processus reconnus par un réseau de Petri est toujours clos par préfixe. Cepen-
dant, S est préfixe réalisable, car les préfixes de ces processus sont précisément les processus
du réseau de Petri avec états muni d’un état unique et représenté sur la figure [2.5(a)| (ou,
de maniere équivalente le réseau de Petri de la figure . L’exemple suivant présente un

réseau de Petri avec états qui n’est pas préfixe-réalisable.

Exemple 7.4.2. Considérons le PNS S de la figure|7.10(a). Tout réseau de Petri N tel que
INT = Pref([S]) accepterait le réseau causal K de la figure [7.10(b) en tant que processus.
Cependant, K n’est évidement pas le préfize d’un processus de S, car la régle b ne peut pas

avoir lieu sans la régle a. Ainsi S n’est pas préfive-réalisable.

Bien que la réalisabilité semble étre le probleme le plus simple a considérer, nous af-
firmons que la préfixe-réalisabilité est aussi une question naturelle, car les processus d’un
réseau de Petri sont clos par préfixe. L’observation suivante présente un candidat canonique

pour la synthese d’un réseau de Petri a partir d’'un réseau de Petri avec états.

Propriété 7.4.3. Soit S1 un réseau de Petri avec états et Ry le sous-ensemble de régles se
produisant dans les séquences de régles tirables de Sy. Soit So un PNS muni d’un unique
état et possédant le méme marquage initial que S1 tel qu’une régle apparait sur une boucle

dans Sy si, et seulement si, elle appartient ¢ Ry. Alors
1. 8 est réalisable si, et seulement, si [S1] = [Sz].

2. 81 est préfize-réalisable si, et seulement, si Pref([S1]) = [S2].

Démonstration. Supposons d’abord que S ne soit pas préfixe-réalisable. Alors Pref([S1]) #
[S2] car Sa est équivalent & un réseau de Petri. Supposons maintenant que S; soit préfixe-
réalisable. Alors il existe un PNS S’ avec un seul état tel que Pref([S1]) = [S']. Toute régle
de Ry apparait dans un processus de S, et donc dans un processus de S’ et par conséquent,
sur une boucle de §’. Toute autre régle se produisant sur une boucle de &’ ne peut pas se
produire dans une séquence de régles tirable. Par conséquent, nous pouvons la retirer de
S’ sans affecter I'ensemble des processus de §’. En d’autres termes, on peut supposer que

S’ = 8. Un argument similaire vaut pour la réalisabilité. O

Notons que ’ensemble de régles R; peut étre calculé a partir de &1 d’apres la pro-
priété Il est clair que Pref([S1]) C [S2]. Ainsi, la différence entre les spécifications de
S1 et I'implémentation Sy découle des processus utilisant des regles de S; qui ne sont pas
représentées par des séquences de regles de S;1. Cette situation est similaire a la notion de

scénario implicite dans le cadre de la réalisabilité d’'un MSG [9].
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7.4.1 Un probléme indécidable avec les traces de Mazurkiewicz

Le résultat d’indécidabilité présenté dans cette section s’appuie sur le probleme d’uni-
versalité des traces de Mazurkiewicz [31] que nous rappelons ici. Soit ¥ un alphabet fini
d’actions. La concurrence dans un systeme distribué est souvent représentée par une rela-
tion d’indépendance sur X, qui est une relation binaire, symétrique, et irréflexive || C ¥ x 3.
Alors, le couple (X, ||) est appelé un alphabet d’indépendance. La relation d’équivalence asso-
ciée est la plus petite congruence ~ sur X* telle que a||b implique ab ~ ba pour tout a,b € X.
Nous notons par [u] la classe d’équivalence d'un mot u € ¥*. Cette classe d’équivalence est

appelée trace de u. Nous posons [L] = ey [u] pour tout langage L C ¥*.

Théoréme 7.4.4. [96, Théoréme IV.4.3] Il est indécidable de savoir si [L] = ¥* pour un

alphabet d’indépendance donné (X, ||) et un langage régulier donné L C X¥*.

Puisque les PNS que nous considérons ne sont pas munis d’états acceptants, nous avons

besoin du corollaire suivant.

Corollaire 7.4.5. Il est indécidable de savoir si [L] = ¥* pour un alphabet d’indépendance

donné (X,]|) et un langage régulier et clos par préfixe donné L C X*.

Démonstration. Procédons par contradiction. Supposons que ce probleme est décidable et
montrons que le probleme du théoreme devient décidable. Soit (3,]) un alphabet
d’indépendance et L C X* un langage régulier. Considérons une lettre supplémentaire |
et le nouvel alphabet I' = ¥ U { L} muni de la méme relation d’indépendance : la nouvelle
lettre L est dépendante avec toutes les lettres de X. Soit L' = Pref(L)U (L-{L}-T*). Il est
clair que L’ est régulier et clos par préfixe. De plus, L C L’. Pour conclure la preuve, nous
pouvons vérifier facilement que [L'] = I'* si, et seulement si, [L] = 3*.

Supposons d’abord que [L] = ¥*. Il est clair que [L'] C I'*. Soit v € I'*. Nous distinguons
deux cas. Si v € ¥*, alors v ~ u pour un certain u € L. Si v ¢ ¥*, alors v = vg.L.v; avec
vg € X* et v1 € I'. En outre vy ~ ug pour ug € L. Il en résulte que v ~ ug.L.vy et
ug.L.v; € L. Dans les deux cas, nous obtenons que v € [u] pour u € L'. Ainsi [L'] = T*.

Inversement, supposons maintenant que I'* = [L’] et considérons v € ¥*. Alors v. L € T™*.
Il existe un u € L' tel que v.L ~ u. Alors, u = ug.L car L dépend de toutes les lettres. De
plus, v ~ ug (car I'équivalence de trace est simplifiable & droite) et ug € L' N X*. Il s’ensuit
que ug € L. Ainsi [L] = X* O

Corollaire 7.4.6. Soit (X, ||) un alphabet d’indépendance. Il est indécidable de savoir si
[L1] C [La] pour tout langage régulier et clos par préfize Ly, Lo C 3*.

Démonstration. Considérons L1 = ¥* et appliquons le corollaire [7.4.5] O

Dans la suite de ce chapitre, nous présentons un codage naturel des traces de Mazur-
kiewicz sous la forme d’un réseau causal. Alors, tout langage rationnel de traces de Ma-
zurkiewicz clos par préfixe peut étre représenté par un PNS borné par préfixe. Ainsi, nous
obtiendrons que la relation d’inclusion [S;] C [S2] est indécidable pour deux PNS bornés

par préfixe S; et So.
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7.4.2 Des traces de Mazurkiewicz aux processus

Soit (%, ||) un alphabet d’indépendance fixé. Considérons un ensemble fini de places P
et une application Loc : ¥ — 2% telle que al|b si, et seulement si, Loc(a) NLoc(b) = (. Il y a
plusieurs moyens de trouver un tel ensemble P muni d’une application Loc. Une maniere de
faire consiste & considérer tous les sous-ensembles {a, b} C ¥ tels que a Jfb comme une place ;
puis a poser Loc(a) = {p € P | a € p}. Il est clair que chaque place p € P apparait dans la
location Loc(a) d’une action a € X. Posons N = X, Ry = {(a,a,a) € R | a« = Loc(a)} et
pin = P. Notons qu’il y a exactement une régle (a, Loc(a), Loc(a)) € Ry, pour chaque action

a € Y. De plus, ces regles sont des régles de synchronisation selon la définition suivante.

Définition 7.4.7. Une régle r = (A, «, 3) est une régle de synchronisation si o = 3 et

a(p) < 1 pour chaque p € P.

Ainsi, une régle de synchronisation consomme un jeton de certaines places et les restitue
aussitot.
Considérons I'application p : ¥ — Ry, telle que p(a) = (a, Loc(a), Loc(a)). Cette bijection

s’étend naturellement a 'application des mots sur ¥ vers les mots sur Ry..

Exemple 7.4.8. Soit ¥ = {a,b,c} fourni avec la relation d’indépendance al|b. Considérons

P = {z,y} avec Loc(a) = {x}, Loc(b) = {y} et Loc(c) = {z,y}. La figure représente
un processus correspondant d la séquence de régles p(abcab).

L
g

A

@ ®

FIGURE 7.11 — Un processus représentant la séquence de regles p(abcab) avec al|b.

Notez que pour un mot u € ¥* la séquence de régles p(u) est tirable a partir de pu, et
mene au marquage ;. Il résulte de la propriétéque tous les processus de [p(u)],,, sont
isomorphes les uns des autres, c’est-a-dire intuitivement qu’il y a seulement un processus
pour p(u) a partir de .

Le résultat suivant affirme que des mots équivalents donnent lieu au méme processus. Et
inversement, si deux mots correspondent au méme processus, alors ces deux mots sont dans

la méme classe d’équivalence. De cette facon, les classes d’équivalence de mots sont identifiées

74 | Page



Chapitre 7. Introduction

avec des processus. Cette propriété est en fait similaire au fait bien connu que les traces de

Mazurkiewicz peuvent étre représentées par des ordres partiels étiquetés particuliers.
* . ~Y ] ] =
Lemme 7.4.9. Pour tout u,v € X* : u~ v si, et seulement si, [p(u)] . = [p(v)],, -

Démonstration. Soit u € X* et a,b € X tel que a # b. Si u.ab ~ u.ba alors a|b, Loc(a) N
Loc(b) = 0, alors [p(u.ab)],. = [p(u.ba)],, par la propriété Ainsi u ~ v implique
[p(w)],,, = [p()],, pour tout u,v € ¥* (encore par la propriété [7.2.1). Pour prouver
la propriété inverse, nous procédons par induction sur la longueur de u. Le cas de base
est trivial. Considérons u,v € X* de longueur n + 1 tel que [p(u)],. = [p(v)],, - Nous

distinguons deux cas :

1. uw =v.a et v =10".a pour tout v/,v" € £* et a € X. Nous avons p(u) = p(u').p(a)

et p(v) = p(v').p(a). Par la propriété ona [p(u)],, = [p()],, - 1l résulte de
I’hypothese d’induction que v/ ~ v" d’ott v'.a ~ v'.a.

2. u =v.aetv=20.bpour v, v € X* et a,b € ¥ avec a # b. Nous avons p(u) =
p(u).p(a) et p(v) = p(v').p(b) avec p(a) # p(b). Alors tout réseau causal étiqueté
K de [p(uw)],,, = [p(v)],, contient deux événements maximaux e, et e, étiquetés
par a et b respectivement. Il s’ensuit que al|b. Soit K’ le préfixe de K obtenu en
retirant les deux événements maximaux e, et e;. Nous considérons une extension
linéaire w’ € ¥* des événements de K'. Alors K’ est le processus de [p(w’)],, . De
plus, [p(w".a)],, = [p(v)],, et lp(w"b)], =Ilp(u)],, - Parhypothese d'induction,
nous obtenons w'.a ~ v et w'.b ~ u'. En revanche, w'.ab ~ w'.ba car a||b. Ainsi,

u~ w.ba ~w.ab ~v.

O]

Nous considérons a présent un langage régulier et clos par préfixe L C 3* et un automate
fini A(L) = (Q,1, —>4(z)) dont les états sont tous acceptants et qui reconnait L. Nous
pouvons supposer que chaque état de A(L) est accessible depuis 1’état initial et que chaque
action de ¥ est utilisée au moins une fois par un arc étiqueté de A(L). Nous construisons a
partir de 'automate A(L) le PNS S(L) = (Q, 2, —>s(1), fin) avec le méme ensemble d’états
@, le méme état initial ¢+ € @ et tel que pour toute régle r = (a,a, ) € Ry et tout état
q1,q2 € Q, il existe un arc étiqueté g —s S92 st g N A(1)42- Remarquons ici que le multi-
ensemble de jetons reste inchangé par les regles. Par conséquent, I’ensemble des marquages
accessibles par les préfixes de [S(L)] est fini, c’est-a-dire que le PNS Sz, est borné par
préfixe. Pour tout langage régulier et clos par préfixe L1, Lo C ¥*, le lemme [7.4.9] montre
que nous avons [Li] C [Lo] si, et seulement si, [Sr,] C [Si,]. Alors, le corollaire
permet d’affirmer que la propriété [Si] C [Sz2] est indécidable pour deux PNS bornés par

préfixes S1 et Sp. Ce constat peut étre renforcé par I'observation suivante.

Théoréme 7.4.10. Le probléme de déterminer si un PNS borné par préfize est réalisable

est indécidable.

Démonstration. Soit L C ¥* un langage régulier et clos par préfixe et S(L) le PNS cor-
respondant. Soit N(L) le réseau de Petri collectant toutes les régles Ry de S(L). Alors
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IN(LD)] = Uye R [u],,,- De plus, nous allons vérifier que [S(L)] = [N(L)] si, et seulement
si, [L] = ¥*. Alors le corollaire[7.4.5| permet d’affirmer que [N(L)] C [S(L)] est indécidable.

Supposons pour commencer que [S] = [N(L)]. Soit u € X*. Nous avons [p(u)], =
[w],,, avecw € CS(S). Soit v = p~Y(w). Evidement, v € L. Comme [p(W)],,,, = [p(v)]
nous obtenons u ~ v par le lemme Ainsi, ¥* = [L].

Hin’

Supposons maintenant que [L] = X*. Soit w € R¥. Nous avons p~!(w) € £*. Alors
p Y (w) ~ u avec u € L. 1l s’ensuit par le lemme que [w], = [p(u)],,, - De plus,
p(u) € CS(S). Par conséquent, [N(L)] = [CS(S)],,, - O

Corollaire 7.4.11. La propriété [N] C [S] est indécidable pour un PNS borné par préfize

S et un réseau de Petri borné N .

Démonstration. Supposons par ’absurde que cette propriété est décidable. Montrons alors
que nous pouvons décider si un PNS S borné par préfixe est réalisable. Soit A le réseau
de Petri collectant toutes les régles accessibles dans S. Nous avons [N] D [S]. Par la
propriété le PNS S est réalisable si et seulement si [N] = [S]. Deux possibilités :

— On a [N] C [S], alors [N] = [S] et donc S est réalisable.
— On a [N] € [S], alors [N] # [S] et donc S n’est pas réalisable.
Ainsi, la décidabilité de cette propriété impliquerait la décidabilité du théoreme [7.4.10] [
La séparation entre les PNS et les réseaux de Petri est illustrée par l'observation sui-

vantes. Le probléme de décision du corollaire [7.4.11] est décidable lorsque 'on se limite aux

réseaux de Petri, et méme si 'on considére des réseaux de Petri non-bornés.

Propriété 7.4.12. Soit N7 et Ny deuz réseaux de Petri. La propriété [N1] C [Na] est
décidable.

Démonstration. Observons d’abord que cette propriété exige que Nj et Ny partagent le
méme marquage initial. Soit R; I’ensemble des regles qui se produisent dans une séquence
de régles tirable de ;. L’ensemble R; peut étre effectivement calculé (propriété . Alors
[NV1] C [N2] si, et seulement si, Ry C Rs. O
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CHAPITRE

ﬂ Vérification de propriétés MSO sur

les processus d’un réseau borné

La sémantique des processus des réseaux de Petri peut étre utilisée pour modéliser et
vérifier des systemes avec des contraintes comportementales, telles que les canaux FIFO, des
communications causales, des clés privées, ou toute restriction exprimable en MSO. Dans ce
chapitre, nous étudions le probleme consistant a vérifier si tous les processus d’un réseau de
Petri avec états S satisfont une formule v exprimée en logique monadique du second ordre
(MSO), c’est-a-dire que chaque réseau causal de [S] est un modele de 1, ce que 'on note
S E 1. Nous présentons une technique permettant d’établir que ce probleme est décidable
(théoréeme . Ce résultat généralise I’étude du model-checking de formules MSO sur les
MSG. A notre connaissance, ce probléme de model-checking n’a pas encore été abordé, méme
dans le cas particulier des réseaux de Petri. Nous montrons que ce probléme est décidable.
Notre approche est relativement simple et repose sur le théoréme de Biichi [27] qui montre
I’équivalence entre la définissabilité d’'un ensemble de mots par une formule MSO et son
caractére reconnaissable par un automate fini de mots.

Le model-checking des graphes représentant les exécutions d’un systeme sur les formules
MSO a été étudié dans différents contextes. Si la classe des graphes considérés est définissable
en logique MSO et tree-width bornée, la satisfiabilité d’une formule MSO est connue pour
étre décidable [33], [98], [78]. Cependant les processus d’un PNS ne sont pas nécessairement
MSO-définissables — méme dans le cas particulier d'un MSG non-divergent, car les MSG
non divergents peuvent décrire des ensembles non réguliers de MSC. Ainsi ces travaux ne
s’appliquent pas a notre problématique. D’autre part, la classe des processus de tout réseau
de Petri borné est MSO-définissable. Par conséquent, ['ordre partiel des événements peut
étre décrit par un automate concurrent ou une structure d’événement réguliere [102] pour
lesquels le model-checking est possible [57]. Cependant, cette approche ne s’applique pas
pour les réseaux de Petri avec états s’ils ne sont pas préfixe bornés ou si leurs processus ne
sont pas MSO-définissables.

La technique présentée dans ce chapitre nous permet de vérifier efficacement des pro-
priétés MSO sur les processus d’'un PNS borné (pas nécessairement préfixe borné). Puisque
les comportements FIFO peuvent étre caractérisés par des sentences MSO, ce résultat étend
le résultat principal de [77] qui affirme que le probléeme de model-checking pour les MSG
est décidable (voir aussi [50, Cor 6.1]). Contrairement a [50} [77], nous ne supposons pas que
tous les comportements sont FIFO (puisque cette notion n’a pas de sens pour les PNS en
général) et par conséquent nous ne pouvons pas faire usage de la notion de linéarisations
représentatives. Le fait est que, comme déja mentionné, une séquence de regles peut corres-
pondre a plusieurs processus non isomorphes en fonction de I'ordre dans lequel les particules
identiques sont consommées. C’est la principale différence avec les MSC, car ceux-ci sont

complétement spécifiés par 'une de leurs linéarisations.
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8.1 Logique MSO

Dans ce chapitre, nous fixons un PNS borné S avec un marquage initial p;, sur un
ensemble fini de places P et un ensemble fini de régles R. Afin de simplifier la présentation
de nos résultats, nous considérons que les événements d’un processus sont étiquetés par une
regle plutét que par un nom de regle. Il ne s’agit 1a nullement d’une restriction puisque
la régle correspondant & un événement d’un processus se déduit aisément du processus. La
logique MSO que nous considérons s’applique a la classe des ordres partiels dont les noeuds
sont étiquetés par des lettres de I'union disjointe ¥ = PUR, qui comprend notamment les
processus de chaque séquence de regles s € R*. Ainsi, les modeles que nous considérons ici
sont des triplets (N, <,\) ot N est un ensemble fini de nceuds, < est un ordre partiel sur
N, et X est une application de N vers ¥ = PUR.

Les formules de la logique MSO que nous considérons utilisent des variables du premier
ordre x, ¥, z... pour les nocuds et des variables du second ordre X,Y, Z... pour les ensembles
de nceuds. Elles sont construites a partir des formules atomiques P,(z) pour a € ¥ (qui
signifie « le nceud z est étiqueté par la lettre a »), z <y, et x € X par U'intermédiaire des
connecteurs booléens —, VV, A, —, <+ et les quantificateurs 3,V (pour les variables du premier
et second ordre). Les formules sans variables libres sont appelées sentences.

La relation |= entre un ordre partiel étiqueté (N, =<, \) et une formule est définie cano-
niquement en sachant que les variables du premier ordre portent sur des noeuds de N et les
variables du second ordre portent sur les sous-ensembles de N. La classe des ordres partiels
étiquetés qui satisfont une formule ¢ est désignée par Mod(y). On dit qu’une classe d’ordres

partiels étiquetés £ est MSO-definable s'il existe une sentence ¢ telle que £ = Mod(¢p).

. v ~
A ’
, . , 2
. ! | Masquarade P
. —
X :
X .
:

Demande de ticket /

b N Tiers de confiance )
/ pO () ! ——— ' pa
' Soumission d'un job \ v Tickets \ \
I ! - ) . Intrus 1

/

Jobs

Clé privée du client ssmmm Serveur

F1GURrE 8.1 — Un protocole cryptographique simple.

Exemple 8.1.1. Le réseau de Petri de la figure décrit un protocole cryptographique

simple pour la soumission de travauxr d un serveur. Le client est spécifié sur le coté gauche
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de la figure. 1l peut demander des tickets a un tiers de confiance a l’aide de sa propre identité.
Ensuite, le tiers produit un ticket qui peut étre utilisé pour soumettre un travail au serveur,
a laide de la clé privée du client. Le comportement d’un intrus est représenté sur le coté
droit. Il peut utiliser l’identité du client pour produire une demande de ticket ou intercepter

des tickets. Considérons a présent les trois propriétés suivantes :

P1. Un ticket ne peut étre consommé sans la clé privée du client.

P2. Le serveur ne consomme pas de travaux soumis par l’intrus.

P3. Le client consomme seulement des tickets qu’il a demandé.

Ces propriétés peuvent étre facilement formalisées par des formules MSO sur les processus :
P1. Vz,(z : Tickets) — (x : CléPrivée)
P2. Serveur <= Jobs <= SoumissionDeJob
P3. SoumissionDeJob <= Tickets < TiersDeConfiance < p3 <= DemandeDeTicket

Nous utilisons deur symboles syntaxiques pour simplifier ’écriture des formules. Le pre-
mier symbole correspond aux deuz-points, par exemple x : Tickets. Cela signifie que x est
une transition qui consomme un jeton de la place Tickets. Le deuxiéme symbole correspond
d la fleche vers la gauche, par exemple Serveur < Jobs <= SoumissionDeJob et alterne
entre les noms de transition et les noms de place. Cela signifie que Serveur consomme un
jeton de Jobs qui a été produit par SoumissionDeJob.

Nous aimerions vérifier que (P1)— (P2) pour tous les processus du réseau de Petri. De
plus, il serait intéressant de calculer un contre-exemple (sous la forme d’un processus) pour
la propriété (P1)— (P3).

8.2 Comment décider la propriété S =7

Afin de résoudre le probleme de model-checking considéré, I’approche que nous adoptons
consiste a travailler sur des mots qui représentent une séquence de regles tirable et qui sont
une extension linéaire de chaque processus de cette séquence de regle. Afin de vérifier que
tous processus de toute séquence de regles tirable de S satisfait la propriété b donnée, il faut
pouvoir reconstruire les processus a partir du mot représentatif, c’est-a-dire formaliser les
relations de causalité entre les conditions et les événements dans les processus. Puisqu’une
séquence de regles peut correspondre a plusieurs processus, plusieurs possibilités doivent
étre considérées. Nous introduisons la notion de coloriage de processus a ’aide de partitions
de 'ensemble des nocuds d’'un mot représentatif afin de caractériser les processus d’une
séquence de regle. Nous expliciterons comment ces coloriages déterminent un processus et
peuvent étre formalisés dans la logique MSO.

Comme S est borné, on peut calculer et fixer un nombre naturel B tel que chaque
marquage accessible p de S est B-borné, c’est-a-dire, p(p) < B pour chaque p € P. Une
séquence de régles s = r1...r, € R* tirable & partir de u;, est dite B-bornée si le marquage
atteint par chaque sous-séquence ry...r; est B-borné. En particulier, toute séquence de regles

tirable dans S est B-bornée.
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Nous fixons un mot wi, € P* qui est une extension linéaire du multi-ensemble p;,, c’est-
a~dire que |win|p = pin(p) pour tout p € P. De méme, pour chaque régle r € R, nous fixons
un mot w, = r.w, ou |wl|, = r*(p) pour tout p € P. Ensuite, pour chaque séquence de régles
s =T1...m, tirable de S, la séquence wy = wiy. Wy, ...wy,,, est appelée le mot représentatif de
s. Nous considérons w, comme un ensemble totalement ordonné de noeuds étiquetés par des
lettres de 3 et nous posons ws = (N, <, A) ou NV est 'ensemble de noeuds, < est 'ordre total
sur N, et A: N — ¥ est I’étiquetage correspondant.

Les noeuds étiquetés par une place sont appelés des neuds-places alors que les noeuds
étiquetés par des regles sont appelés des neuds-regles. 11 est intéressant de voir que wy peut
étre regardé comme une extension linéaire d’un processus de s, ou les nceuds-places qui
suivent un noeud-regle étiqueté par r correspond au multi-ensemble de jetons r*® produit
par cette occurrence de r. Puisque S est borné, ’ensemble des séquences de régles tirables
dans S est régulier et par conséquent I’ensemble des mots représentatifs de ses séquences de
regles aussi.

Afin de construire un processus de s a partir du mot représentatif wy, nous avons besoin
de spécifier quels jetons disponibles sont consommés par chaque occurrence de regle. Pour
ce faire, nous utilisons une coloration des nceuds-places de w; de sorte qu’a chaque étape,
tous les jetons disponibles dans une place donnée posseédent des couleurs distinctes. De plus,
nous munissons également les nceuds-régles avec une série d’autres couleurs afin de préciser
quels jetons sont consommeés a chaque étape de s. Ceci conduit & la notion de coloriage de

processus.

Définition 8.2.1. Soit w = (N,<,\) un ordre linéaire des neeuds étiquetés par ¥. Un

coloriage de processus de w se compose

— d’une partition C' = {C, ..., Cp} de l’ensemble de neeuds-places ; un neud-place n € N
est dit étre coloré par k dans la place p si A(n) =p et n € C.

— pour chaque place p € P et chaque k € [1..B], d’un sous-ensemble de neeuds-régles
D, i ; nous disons qu'un neud-régle n € N consomme un jeton de couleur k dans la

place p sin € Dy .
De plus, les trois conditions suivantes doivent étre remplies :

PC1 Pour chaque neud-régle n, pour chaque place p € P, nous avons #{k € [1..B] | n €
Dy} = (*A(n))(p) ;

PC2 Pour chaque place p € P et chaque couleur k € [1..8], chaque couple de neeuds-places
colorées par k dans la place p est séparée par un neud-régle qui consomme un jeton

de couleur k dans la place p;

PC38 Pour chaque neud régle n qui consomme un jeton coloré par k dans la place p, il existe
un neud-place précédent n' < n coloré par k dans la place p tel qu’aucun neud-régle

entre n' et n ne consomme des jetons de couleur k dans la place p.

Intuitivement, un nceud-place appartient a Cj) s’il décrit un jeton de couleur k dans
la place A(n) € P. Un nceud-regle n appartient & D, s’il décrit une occurrence de la

régle A(n) € R qui consomme un jeton coloré par k dans la place p. Ainsi, la condition
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affirme que n consomme le multi-ensemble approprié de jetons dans chaque place,
a condition que ces jetons aient des couleurs distinctes. Précisément, garantit que
les couleurs données aux nouveaux jetons produits dans une place par 'exécution d’une
regle different des couleurs utilisées par les jetons disponibles dans cette place. Elle assure
également que les jetons produits dans une place par ’exécution d’une regle prennent des
couleurs distinctes. Par conséquent, a chaque étape, tous les jetons disponibles dans une
place ont des couleurs distinctes. Pour finir de déterminer la causalité dans un processus de
s & partir d’'un coloriage de processus de wg, nous devons nous assurer qu’il y a suffisamment
de jetons colorés disponibles lorsque chaque regle est appliquée. La derniere exigence
garantit que pour chaque noeud-regle qui consomme un jeton de couleur k& dans la place p,

un jeton de ce genre apparait avant la regle et n’a pas été encore consommé.

Wi x Y z P z x c y
Ch X X X
C; X x| x p @ ¢
Da:,l X
Dy, X
Dz,2 X @
(a) Un coloriage de processus de ws = zyzpzacy (b) Le processus correspon-

dant

FIGURE 8.2 — Exemple de coloriage de processus.

Nous allons établir que la notion de coloration de processus caractérise précisément
les extensions linéaires des processus et permet de construire un processus de s a partir du
mot w,. Nous montrons tout d’abord que tout coloriage de processus détermine un processus
(propriété ; puis que tout processus correspond a un coloriage (propriété . Consi-
dérons par exemple la séquence de régles s = pc partant du marquage initial p;, = {z,y, 2}
oup:xz—x+zetc:y+z—y. Un coloriage de processus de wg = xyzpzacy avec B = 2

est donné par le tableau de la figure |8.2(a)| Le processus correspondant est représenté dans

la figure [8.2(b)

Propriété 8.2.2. Soit ws = (N, <, \) un ordre linéaire de neeuds étiquetés par ¥ qui cor-
respond au mot représentatif d'une séquence de régles s € R*. Soit C = (Ck)repn.) et
D= (Dp’k)pegke[lng} un coloriage de processus de wg. Soit — la relation binaire sur N tel

que x—Y S%

— ou bien x est un neceud-régle suivi du neud-place y avec aucun neeud-régle entre les

deuz.

— ou bien y est un neud-régle précédé d’un neud-place x coloré par k dans la place p tel
que y consomme un jeton coloré par k dans la place p et sans qu’il y ait de neud-régle

entre x et y consommant un jeton coloré par k dans la place p.

Soit < la fermeture réflexive et transitive de —. Alors lordre étiqueté partiel (N, =<, \) est

un processus de s tirable a partir de ji,, noté Kc p(s). De plus, s est B-borné.
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Démonstration. On procede par récurrence sur la longueur de s. Le cas de base ou |s| = 0 est
trivial, car — est vide et j;,(p) < B pour chaque p € P. Etape d’induction. Soit § = 71...7y,
une séquence de régles de longueur m > 1 et wy, = (N, <,\) son mot représentatif. Soit
(C, D) un coloriage de processus de ws. Nous considérons la sous-séquence s’ = ri...7,_1 et
son mot représentatif wy = (N, <, \) avec N’ C N. Il est facile de vérifier que la restriction
de la coloration de processus (C, D) pour les nceuds de N’ est une coloration de processus
de wy. Soit —< la relation binaire sur N’ et <y lordre partiel associé. Par hypothése
d’induction, (N, <y, ) est un processus K’ de s’ et s’ est une séquence de régles tirable
partant de p;, et B-bornée. Notons que la relation binaire — est acyclique. Par ailleurs, la
restriction de (N, <, \) aux nceuds de N’ est précisément le processus K' = (N/, <y, A) de
s'. Nous avons besoin de vérifier que I’ajout des nceuds de N\ N” & K’ selon — produit un

processus de s. Pour ce faire, nous vérifions les trois propriétés suivantes :

1. Pour chaque place p € P, le noeud-régle n® € N \ N’ correspondant & 75 couvre au
plus *r(p) nceuds-places étiquetés par p, c’est-a-dire que #{n € N’ | n—<n° AX(n) =
p} < °ri(p). Cela découle de et

2. Pour chaque place p € P, le nceud-régle n° € N \ N’ correspondant & ry couvre au
moins *ry(p) nceuds-places étiquetés par p, c’est-a-dire que #{n € N’ | n—<n°AX(n) =
p} > *ri(p). Cela découle de et

3. Les conditions ne sont pas branchées, c’est-a-dire que pour chaque nocud-place n € N,

si n—n1 et n—no alors ny = n9. Ceci est assuré par la définition méme de —.

Il s’ensuit que 'ordre partiel étiqueté IC = (NN, <, \) est un processus de s. Ainsi s est tirable
a partir de u;y,. Pour conclure, pour chaque place p et chaque couleur k, garantit qu’au
plus un noeud-place coloré par k dans la place p n’est pas couvert par un noeud regle. Par
conséquent, le marquage p atteint par le processus K satisfait u(p) < B pour tout p € P.
Ainsi s est B-borné. O

Ainsi, chaque coloriage de processus ws donne un processus de [s] i £2T conséquent s
est tirable & partir de p;, lorsque ws admet une coloration de processus. Alors, s doit étre
B-bornée. Inversement, le résultat suivant affirme que chaque processus d’une séquence de
regles s, tirable a partir de u;,, peut étre obtenu par une coloration de processus de wg, a

condition que s soit B-bornée.

Propriété 8.2.3. Soit s = ry...ry, une séquence de régles B-bornée tirable a partir de p;y, et
KC un processus de s. Alors, il existe une coloration de processus (C, D) du mot représentatif

wy tel que Ko p(s) est isomorphe a K.

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur la longueur de s. Le cas de base ou
|s| = 0 est trivial, car pg, est B-borné. Etape d’induction. Soit X = (B U E,F*,\) un
processus de s = r1...1, de longueur m > 1 avec un ensemble de conditions B et un
ensemble d’événements E. Nous considérons la sous-séquence s’ = r1...r,_1 et le préfixe
K' = (B'"UE' F* )\) de K dans lequel I'événement e® € FE correspondant a la derniére
occurrence de 7, et les conditions suivantes sont supprimées. Clairement, K’ est un processus

de s’. Par hypothése d’induction, il existe une coloration de processus (C’, D’) de wg telle
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que Kerpr(s') = (N, 2¢r pr, A) est isomorphe a K' = (B’ U E', F,\). Nous notons o :

B'UE" — N’ un isomorphisme de K’ vers K¢ pr(s'), c’est-a-dire une bijection telle que
— x1F*x5 si, et seulement si, o(x1) <. pr o(x2) pour tout z1, 22 € B'UE’ et
— Mo(x)) = A(z) pour tout z € B'UE'.
Nous étendons la bijection o : B’U E’ — N’ a une bijection ¢ : BUE — N telle que
— o(e°) est le nceud-regle de N \ N', et
— chaque condition ¢ de B\ B’ est mise en correspondance avec un neeud-place o(c) €
N\ N’ tel que A(o(c)) = A(c).
Nous étendons également la coloration de processus (C’, D’) & la coloration de processus

(C, D) de ws en deux étapes :

1. Pour toutes les places p € P et pour toutes les couleurs k € [1..5], le noeud-regle
o(e®) appartient a D), si I'événement e® couvre une condition ¢ telle que le noeud
correspondant o(c) est étiqueté par p et coloré par k, c’est-a-dire que A(c) = p et
o(c) € C.

2. Les couleurs des places-nceuds additionnelles de N \ N’ sont choisies de sorte que
toutes les conditions maximales de IC étiquetées par une méme place p ont des couleurs

distinctes. Ceci est possible, car le marquage atteint par s est B-borné.
On peut vérifier que la coloration résultante (C, D) est une coloration de processus.

PC1 Soit p € P et n® = o(e®). Comme K est un processus, #{k € [1..B] | n° € Dy} <
(*A(n°))(p). On peut vérifier que toutes les conditions étiquetées par p et couvertes par
I’événement e° ont des couleurs distinctes, en raison de[PC2] Ainsi, #{k € [1..B] | n° €
Dy} = (*A(n°))(p).

PC2 La propriété requise est valable pour tout couple de nceuds-places de wy car (C’, D’)
est un coloriage de processus. Ceci est également vrai pour tout couple de nceuds-places
de N\ N’. Si un nceud-place appartient & N’ et un nceud-place appartient a N \ N’,

la propriété reste vraie, car un nceud-regle n® apparait entre les deux noeuds-places.

PC3 La propriété requise est vraie pour chaque noeud-régle n € N'. Soit p € P et k € [1..5]
tels que n° € D, ). Par définition de D)}, I'’événement e couvre une condition c telle
que le neeud correspondant n = o(c) est étiqueté par p et coloré par k. De plus, il n’y
a pas de noeud-regle n' entre n et n°® avec n’ € D, ;. Autrement, la condition ¢ serait
également couverte par un événement dans K’, donc ¢ serait une condition avec un

branchement dans IC.

Rappelons que o met en correspondance chaque condition de B\ B’ vers un nceud-
place de N\ N’ avec la méme étiquette. Toutes ces conditions portent sur e° et tous ces
nceuds-places couvrent o(e®). Pour conclure, nous avons besoin de vérifier que pour chaque
nceud-place n € N’, nous avons n— ¢, pn® dans K¢, p(s) si, et seulement si, o0~ (n)Fe® dans
K.

Supposons d’abord que n—¢c pn°. Alors il existe une place p € P et une couleur k €

[1..B] telles que A(n) = p, n € Cy, et n° € D, ;. En outre, il existe une condition ¢ dans le
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processus K telle que cFe®, A\(c) =p et o(c) € Ck. Alors o(c) = n en raison de Ainsi
o~ (n)Fe® dans K.

Réciproquement, supposons maintenant que o~ !(n)Fe° dans K. Soit p = A(n) et k
la couleur telle que n € Cj. Nous avons n° € D)) d’apres la définition de D, ;. Aucun
événement K’ ne couvre o~ !(n) donc il n’existe pas de nceud-régle dans w, aprés n qui est

coloré par D). Il s’ensuit que n— ¢ pn°. ]

Ainsi, la notion de coloration de processus caractérise les processus de toute séquence
de regles B-bornée tirable a partir de ;.

Suivant le théoreme de Biichi, nous pouvons concevoir une formule MSO ¢s qui définit
les mots w = (N,<,\) sur ¥ qui sont des mots représentatifs d’'une séquence de regles
S. Nous pouvons également concevoir une formule ¢,.(C, D) avec B x (|P|+ 1) variables
libres du second ordre C' = (Cy)rep.5 et D = (Dip)re..Bpep qui caractérise la notion
d’une coloration de processus pour un mot w = (N, <, \) sur X. Par ailleurs, au moyen de
la propriété nous pouvons construire une formule ¢<(x,y,C, D) avec deux variables
libres du premier ordre x, y et B x (|P|+ 1) variables libres du second ordre telle que pour
toute interprétation de C' = (Cy)ren.5), D = (Dip)re)1.8)pep et toute interprétation de
z et y, ¢p<(x,y,C, D) est satisfaite si, et seulement si, nous avons x < y dans le processus
correspondant a la coloration du processus donnée par l'interprétation.

Soit ¢ une sentence MSO pour 'ordre partiel étiqueté sur 3. Nous considérons la formule

suivante 1s pour les mots sur ¥ :
7;8 = ¢S A EICa EID? (qbpc(ca D) A ﬁ@Z/(Ca D))

ou la formule ¥/(C, D) est obtenue & partir de ¢ en remplagant chaque occurrence de x < y
par ¢<(z,y,C,D). 1l est clair quun mot satisfait Vs si, et seulement si, il s’agit d’un
mot représentatif d'une séquence de régles s de & pour laquelle il existe une coloration de
processus qui décrit un processus satisfaisant —1). De cette facon, nous obtenons le résultat

principal de ce chapitre.

Théoréme 8.2.4. Soit S un PNS borné et ¢ une sentence MSO sur les réseaur causaur.

Tous les processus de S satisfont 1 si, et seulement si, la sentence s n'est pas satisfiable.

8.3 Mise en ccuvre

Ainsi, le probléme du model-checking pour un PNS et une formule MSO est décidable.
Dans la pratique, I'insatisfiabilité de 15 est réduit au probléme du vide d’un automate fini. Il
est bien siir plus efficace de ne pas inclure la sentence ¢g et de comparer I’automate résultant
avec I'automate qui reconnait les mots représentatifs des séquences de regles de S. Il convient
de noter que nous pourrions munir le PNS S d’un sous-ensemble d’états acceptants et vérifier
que tous les processus issus d’une séquence de regles acceptantes satisfont .

Nous avons implémenté cette technique en nous appuyant sur l'outil MONA [3] qui
permet de résoudre des formules MSO et 'outil TINA [4] qui permet de modéliser et vérifier

divers propriétés sur les réseaux de Petri. Notre prototype [5] nous permet notamment de
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spécifier d’abord un réseau de Petri avec TINA en lui demandant une borne supérieure des
marquages accessibles. Puis d’appliquer le théoréme [8.2:4] pour vérifier une formule MSO
sur les processus avec 'aide de MONA.

Continuons l'exemple [8.1.1]; nous avons pu vérifier que (P1)—(P2) pour tous les processus
du réseau de Petri. De plus, notre prototype a été en mesure de calculer un contre-exemple
sous la forme d’un processus (figure pour (P1)—(P3).

.counterExample.dot - Dot Viewer

Counter example

Identity

:

TicketRequest ‘ TrustedThirdParty ‘

7
/
p3 Tickets

JobSubmission

<_F‘rijteKey_>

Identity

Privatekey

FIGURE 8.3 — Contre exemple pour (P1)—(P3).

Nous voyons dans le contre exemple de la figure [8.3| un processus pour lequel le client
consomme un ticket qu’il n’a pas demandé alors que le ticket est consommeé avec la clé privée
du client. Ce processus ne satisfait donc pas la formule (P1)—(P3).

Notons que les comportements FIFO peuvent étre facilement caractérisés en MSO lorsque
le PNS modélise un systéme qui échange des messages. Ainsi, la décidabilité de MSO vaut
également pour des modélisations utilisant une sémantique FIFO pour les MSG étendus. 11
est toutefois préférable de considérer ce comportement directement dans les coloriages ce

qui simplifierait la vérification de la formule.
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CHAPITRE

ﬂ Vérification de propriétés d’accessibi-

lité des préfixes

Les problemes de décision classiques sur I’ensemble des marquages accessibles d’un réseau
de Petri sont connus pour étre décidables, & savoir le caractére borné (définition , la
couverture (définition et laccessibilité (définition [2.3.4). Nous avons vu, dans la sous
section une simulation d’'un PNS par un réseau de Petri qui représente les mémes
marquages accessibles. De ce fait, tous les résultats classiques sur ’ensemble des marquages
accessibles s’appliquent aux PNS.

Cependant, I'adoption d’une sémantique d’ordres partiels nous amene de nouvelles dif-
ficultés car le modeéle des PNS n’est plus équivalent aux réseaux de Petri. Par exemple, la
question [S1] = [Sz2] est

— décidable si S1 et Sy sont deux réseaux de Petri (propriété [7.4.12)).

— indécidable si S; et Sz sont deux PNS (méme s’ils sont bornés par préfixe) comme

nous I’avons établi au corollaire [.4.111

Dans ce chapitre, nous nous intéressons & trois probleémes de vérification classiques sur
I’ensemble des marquages accessibles par les préfixes des processus : le caractere borné, la
couverture et I’accessibilité. Nous montrons comment réduire ces problemes au cas particu-
lier des réseaux de Petri de telle sorte que tous les résultats de complexité et de décidabilité

s’étendent des réseaux de Petri au PNS sous la sémantique des processus.

Définition 9.0.1. Un marquage p est accessible par préfixe dans un PNS S s’il existe un

préfive d’un processus de S qui conduit au marquage (.

Ainsi, tout marquage accessible est un marquage accessible par préfixe. Cependant, I’en-
semble des marquages accessibles par préfixe peut étre distinct de I’ensemble des marquages
accessibles. Par exemple, chaque processus du PNS de la figure conduit & un mar-
quage avec au plus 3 jetons alors que les préfixes de ces processus conduisent & une infinité de
marquages distincts (on peut voir sur la figure un préfixe d’un processus qui conduit
a un marquage avec 4 jetons). Dans le cas particulier des réseaux de Petri, cependant, tout
marquage accessible par préfixe est accessible, car la classe des processus est close par pré-
fixe. Ainsi, les problémes que nous étudions dans ce chapitre sont connus pour les réseaux
de Petri, mais nouveaux pour les réseaux de Petri avec états.

Le premier probléme que nous considérons est le probléme du caractére borné par préfixe,
qui consiste & savoir si I’ensemble des marquages accessibles par un préfixe d’'un PNS donné
S est fini. Nous proposons dans ce chapitre une construction linéaire d’'un PNS S° a partir
de S telle que S est borné par préfixe si, et seulement si, S° est borné. Puisque le caractere
borné de §° se réduit au caractere borné d’un réseau de Petri, on obtient que le probleme du

caractére borné par préfixe d’un PNS est équivalent au probleme du caractére borné d’un
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réseau de Petri (théoreme [9.3.1). En outre, nous montrons que cette technique s’applique
aux deux autres problémes sur les marquages accessibles, & savoir la couverture par préfixe

et I'accessibilité par préfixe (théoreme m 9.3.2| et [9.3.3] -

Tty Tpre(2) + Tpre (y)

T Tpre(®) = Toug(T) + Teur ()

Y Tpre(y) = Tour (¥) + Teut (y)
0 zZ 7rpre( ) - 7Tsuf(z) + 7Tcut(z)

/\/> C: ﬂ'suf(y) + ﬂ'suf( ) - 7r5“f(y)

z
c Tpre( + 7Tpre ) — Wpre(z/

P Tpre(T) = Tpre(T) + Tpre(2)
P Tsuf () = Touf (T) + Toug(2)

c:yYy+z—y
d:x—x+z

Tt Tpre(®) = Touy () + Teur (@)
Y 7rp7'e(y) — 7rsuf(y) + 7Tcut(y)
2zt Tpre(2) = Toug(2) + Teut(2)
FI1GURE 9.1 — Vérification d’un marquage préfixe accessible par préfixe.

Pour terminer, nous montrons que dans le cas d'un MSG étendu, si un marquage est pré-
fixe accessible alors ce marquage est préfixe accessible sous I’hypothése FIFO. Cela permet

d’étendre tous les résultats sur les marquages préfixes accessibles au cas des MSG étendus.

9.1 D’un PNS a un réseau de Petri

Soit S = (Q, 2, —>, pin) un PNS fixé. Nous construisons un PNS S§° qui nous permet
d’analyser ’ensemble des marquages accessibles par les préfixes de §. La construction de
S° a partir de S est illustrée sur la figure ou le PNS &° résultant du PNS S de la
figure |7 est représenté. Le PNS §° permet 1'utilisation de trois ensembles disjoints de
places : Ppre, Pyut, Peut qui sont des copies de I’ensemble des places P de S. Nous notons mpye :
P — Pyre, Tsut : P — Pasut, €t meut © P — Peyt des bijections qui mettent en correspondance
chaque place de P vers la place correspondante dans Ppre, Peut et Psyr respectivement. Ces
applications s’étendent naturellement aux applications de multi-ensembles vers des multi-
ensembles. Le marquage initial p;,° de S° est le multi-ensemble 11;,° = mTpre (tin)-

Le PNS §° partage avec S 'ensemble de ses états @) et son état initial 2. Il se compose de
trois ensembles disjoints d’arcs étiquetés : —>pre, —suf, —>cut- La restriction de §° aux arcs
étiquetés — e donne un PNS 8, isomorphe a S. Ainsi, pour chaque arc étiqueté ¢ g0
dans S avec r = (a, *r,*), il existe un arc étiqueté g1 ——preqa avec s = (@, Tpre(*1), Tpre(7*))-
De méme, la restriction de S° aux arcs étiquetés — ¢t donne un PNS Pyys isomorphe a
S, si ce n’est que son marquage initial est vide : pour chaque arc étiqueté g;—sqo dans
S avec r = (a,®r,r*), il existe un arc étiqueté g1 ——sutqo avec s = (a, Tout(*7), Tout(r®)).
Intuitivement les deux PNS S et S%y,¢ sont synchronisés, car ils partagent un méme
ensemble d’états. L’ensemble des arcs étiquetés — ¢yt se compose d’une boucle qix:utq

pour chaque état ¢ et chaque place p € P; cet arc étiqueté permet de déplacer un jeton
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de la place mpre(p) & la place mgue(p) et de garder une trace de ce transfert dans la place
Teut (D), ¢’est-a-dire que *s = Tpre(p) et s° = mouf(p) + Teur(p). Notons que les jetons de Pyt
ne peuvent jamais étre consommés. Notons également que si (A, a, 3) est une regle, alors
Wsuf()V «a, /8) = (/\7 ﬂ—suf(a)a Wsuf(/B))7 et 7Tpre()\7 «, /8) = (/\7 ﬂ—Pre(a)ﬁ Wpre(ﬁ))

Intuitivement, pour tout processus K de S et pour tout préfixe K’ de K, le PNS S° peut
simuler une séquence de régles de S qui correspond a K de telle sorte que chaque événement
du préfixe K’ correspond & Pemprunt d’un arc étiqueté de —pre et chaque événement du
suffixe K \ K’ correspond a emprunt d’un arc étiqueté de —g,s. Par ailleurs I'ensemble
des places Py garde la trace des jetons transférés de K vers K, c’est-a-dire de Sy vers
S°uf, par des arcs étiquetés de —cyt. Ainsi tout marquage accessible par préfixe de S
est représenté par la restriction a Pyre U Pey d’un marquage accessible de S°. La propriété
essentielle de cette représentation, énoncée dans la propriété [9.1.1] ci-dessous, affirme que
réciproquement chaque séquence de regles tirable de §° correspond a un processus I de &
et un préfixe K’ de K telles que le marquage de Py U Peyy décrit le marquage atteint par
K.

Afin de prouver nos résultats dans les détails, nous adopterons les notations suivantes :

— On note par Tpre et Tqur les bijections qui associent a chaque arc étiqueté g—q de S

I'arc étiqueté correspondant dans —pr. et —gur respectivement.

— Pour chaque état ¢ € @, on note 72, la bijection entre P et ’ensemble des boucles

cut

q—cutq associées a chaque place p.

Dans la suite de ce chapitre, pour chaque marquage p et pour chaque sous-ensemble de
places X, nous notons par u|X la restriction de p aux places de X. Les principaux résultats
de ce chapitre reposent essentiellement sur I’observation suivante. Nous affirmons que tout
marquage accessible par préfixe de S est représenté par un marquage accessible de u° et

vice versa.

Propriété 9.1.1. Un multi-ensemble de places i € INT est accessible par préfive dans S
si, et seulement si, il existe un marquage accessible ;1° de S° tel que p = TF;TIE(,U/O‘PPW) +

Tout(1° | Peur).

9.2 Preuve de la propriété [9.1.7]

Soit § = (Q, 1, —, pin) un PNS. Pour chaque séquence de régles tirable u = ry...r, € R*
a partir de p;y,, nous notons u, le marquage accessible par u depuis pu;,, c’est-a-dire que
tu = fin + Yorq(1® — *r;). De méme, pour chaque séquence de transition tirable s € TR
depuis le marquage initial p;,°, u°s désigne le marquage atteint par s dans S°.

Nous utiliserons la notion suivante d’exécution partielle : une exécution partielle est un
triplet (u,v,w) € R* x R* x R* tels que [v.w] . N[u],, #0etue CS(S). Alors [v] . #0
et donc la séquence de regles v est tirable a partir de p;,. Une exécution partielle est utilisée
en tant que témoin assurant 'existence d’un préfixe Ky, € [v] . d'un processus Ky, € [u],,. .
Notons que v n’a pas besoin d’étre un préfixe de u, ni d’étre une séquence de régles de S. Les
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exécutions partielles sont étroitement liées a 'accessibilité des préfixes, comme le montre

I'observation suivante.

Propriété 9.2.1. Pour chaque exécution partielle (u,v,w), le marquage p, est accessible
par préfize. Inversement, pour tout marquage | accessible par préfize, il existe une exécution

partielle (u,v,w) telle que p = fiy.

Démonstration. Soit (u,v,w) une exécution partielle. Alors il existe un réseau causal K tel
que K € [v.w] pin 1) [u] - Par la propriété K peut étre construit & partir d’'un réseau
causal K, € [v] Ly €1 @JOutant la séquence de regles w, les unes apres les autres. Ainsi, IC,
est un préfixe de IC et u, est accessible par préfixe.

Soit K € [u],, avec u € CS(S) et K’ un préfixe de K. Soit v une extension linéaire de

lordre partiel des régles qui se produisent dans K'. Alors K’ € [v] et py est le marquage

Mi
accessible par K. Soit w une extension linéaire de 'ordre partiel des régles présentes dans
le suffixe I \ K'. Alors v.w est une extension linéaire de l'ordre partiel des régles qui se
produisent dans K et donc K € [v.w] 4, - Par conséquent, (u, v, w) est une exécution partielle.

O]

Lemme 9.2.2. Soit (u,v,w) une exécution partielle et a € R une régle telle que *a < pi,.

Siu.a € CS(S) alors (u.a,v,w.a) est une exécution partielle.

Démonstration. Soit K un réseau causal étiqueté de [v.w], N [u], . Comme *a < py, la
mn mn
, . o .
classe [u.a] 1, DVest pas vide (propriété [7.2.1). De plus, tous les réseaux causaux de [u.a] s
sont obtenus a partir d’un réseau causal de [u] 4y €1 @joutant une occurrence de la regle a.
mn
En particulier, nous pouvons ajouter une occurrence de la régle a a X et obtenir un réseau

causal de [u.a] ,, . Ce dernier est aussi un réseau causal de [v.w.a] . car K € [v.w], . O

y222 Hin

La preuve de la propriété [0.1.1] s’appuie sur les deux prochains lemmes qui peuvent
étre établis au moyen d’inductions un peu fastidieuses. La premiere affirme que pour chaque
séquence de régles tirable u € FCS(S) et chaque préfixe K, de chaque processus IC,, € [u] sim?
le PNS §° peut étre guidé afin de simuler chaque régle de u dans son ordre séquentiel afin
que les marquages atteints par v soient décrits par le marquage courant de e U Pyyr, tandis
que le marquage atteint par KC,, est décrit par le marquage courant de Ppre U Peys. De plus,
nous devons faire en sorte que 'état ¢ € @ atteint par u soit également accessible par s
dans S§° et vérifier que tous les événements de IC,, qui ne se produiront pas dans IC,, soient
effectués par des transitions de —g,¢. Pour ce faire, nous devons guider §° pour transférer
exactement le nombre requis de jetons de Ppre vers Pyyf, ce qui correspond au marquage de
Peut-

Lemme 9.2.3. Soit (u,v,w) une exécution partielle de S et q un état tel que 1——q dans
S. 1l existe une séquence de regles tirable s dans S° telle que

1. W;ulzt(NOSIPcut) + W;r%e(ﬂos‘Ppm) = Mo

2. 7";&(“08|Psuf) + W;r%z(ﬂos|Ppre) = Hu,

3. W;ulzt<N08’Pcut) = req(w),
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4. 1—5q dans S°.

Démonstration. Nous procédons par induction sur la longueur de w. Si |u| = 0 alors u = ¢,
qg=1,v=c¢etw=e. La séquence de régles vide de S° satisfait aux quatre propriétés du
lemme, car pin® = Tpre(ftin)- Etape d’induction : nous considérons une exécution partielle
(v, o', w') avec |[u'| = n+1. Soit u' = u.a avec |u| = n et 1——g——¢ dans S. Soit Ky, Ky et
Ky trois réseaux causaux tels que Ky € [u'], N [v"w'], , Ky € [v], —est un préfixe de
Ky et Ky € [w'] u, ©st le suffixe correspondant. Nous savons que I,/ est obtenu a partir
d’un processus K, € [u] 1y, €1 Ajoutant I’événement e, qui correspond a l’occurrence de la

regle a. Nous distinguons deux cas.

1. L’événement e, apparait dans IC,. Alors il existe une séquence de régles w telle que
Kuw € [w.a], , et Ky € [v'.w],,

n. Par hypothese de récurrence, il existe une séquence de regles tirable s dans S° telle

, donc (u, v, w) est une exécution partielle de longueur

que les quatre propriétés du lemme sont satisfaites. En particulier, m .t (u°s|Poyt) =
req(w). De plus, la propriété assure que req(w.a) < puy car Ky € [w.a], .
De plus, nous avons d’une part . Cut( °s|Peut) = req(w) < req(w.a); et d’autre part

req(w.a) < py, cest-a-dire req(w.a) < o (14| Peut) + Toee (15| Ppre). Ainsi,

cut('u S|PC11'C) < re(I(w (l) < ﬂ-cut( OS|PC11t) + W};}E(MOS‘PPTG)

Il s’ensuit qu’il existe un multi-ensemble de places i € INF tel que 7ot (40| Peut) +

fi = req(w.a) avec Tpre(ft) < p1°s]|Ppre. Nous considérons une séquence de transitions
A € —%, dans S° qui consomme le multi-ensemble de jetons mpe(fi) et produit le
multi-ensemble de jetons mgus(ji). Ainsi, pu°s a|Psut = p°s|Psut + Tsut(ft) > ®a. Nous

avons
*a+ py — py = *a + cost(w) < max(req(w), *a + cost(w)) = req(w.a)
Ainsi p, — py + req(w.a) > *a. D’autre part,

/J“U_:uv_‘_req(w‘a‘) = /.Lu—/.Lv—i-’/T;lt( S‘PCUt)+M Hu— Trpre( SIPpre)‘i'N - 7rsuf( OS‘PSHf)—i_:u

Ainsi, TI'S_I&(,LLOS.A|Psuf) = 7Ts_ulf(/.,605|Psuf) + 4 > ®a. 1l sensuit que s.A.7gue(a) est une

séquence de regles tirable S°. Celle-ci remplit les conditions du lemme :

(a> ;r}e(uos A.1sut(a) ’Ppre> = pre S|Ppre) ,u et 7Tcut (:U’ s. A Tgut(a ‘PCUt) - 7Tcut( S‘PCUt)
ft d’ott 7Tp]re(,u 5. Areut(a |Pp1‘€‘)+7rcut(:u 5. A out(a) |Pcut) = ﬂ-pre( 8|Ppre)+77cut( %s| Peut) =
o

(b> Wpre(u 5. A.Tsus(a) ’Ppre) - ﬂpre( s|Ppre) i, s_&(uos A. Tsuf(a)‘PSUf) - s_ulf( OS’PSUf)
ft —*a+a® donc ﬂ-pre(” 5. A Tsut(a) |Ppre) + Tout (/.L 5. A Tsut(a |PSUf) - 7Tpm( s|Ppre)
7I-Sulf( s|Psuf) —*a+a® = = Hy.a = Hu/-

[¢]

( ) Wcult(u s.A.Tsus(a) ’PCut) - ﬂ-cut( S|P011t) + ,LL - req(w a)

(d) 2i>q—>qTSlL(t>l)q’.
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2. L’événement e, apparait dans K. Alors il existe un mot v tel que K,y € [v.a],, et
Ky € [vw'],, - 11 sensuit que (u, v, w’) est une exécution partielle de longueur n. Par
hypothese de récurrence, il existe une séquence de regles tirable s dans S° telle que
les quatre propriétés du lemme sont satisfaites. Comme 1’événement e, se trouve dans
le préfixe IC,v, 'événement e, ne consomme pas de jetons produit pas le suffixe IC,

Nous avons alors

‘a < oo — req(w ) ﬂcut( S|P011t) + ﬂ—pre( OS‘Ppre) - cut( S’PCHt) pre( S|Ppre)
Par conséquent Tye(a) peut étre exécuté a partir du marquage p°g et nous obtenons
une nouvelle séquence de regles tirable s.7rc(a). Celle-ci remplit les propriétés requises.

(a) Nous avons Teut (N s.7pre(a )|PCut) = cut( S|PCUt) et 7Tpre(/'é s.Tpre(a )|Ppre) = pre(

*a + a® ’ d’ou 71-cut(/l' S.Tpre a)‘PCut) + 7Tpre(:“’ S. Tpre |Ppl“e) = Mv.a-

s,Ppre)

(b) Comme W;& (Mos.Tpre |Psuf) = 71'suf( %s| Peut) €t 71'plre(:u 5.Tpre(a) | Pore) = 7Tpre( %5l Ppre) —

*a + a® nous obtenons (1%, pre(a) [ Pouf) + Wpre(,u s.7pre(a) [ Pore) = fu.a = -

(C) cut(:u’ S.Tpre(a) ’PCut> - 7Tcut( S|PCUt) - req( )

s Tpre(@)

(d) »—q =—"q

O]

Lemme 9.2.4. Soit (u,v,w) une exécution partielle et a € R une régle telle que *a +

req(w) < piy. St u.a € CS(S) alors (u.a,v.a,w) est une exécution partielle.

Démonstration. Soit ICy € [u],, et Ky € [v],. —un préfixe de K,. Comme w est exécutable

depuis req(w), il existe un réseau causal Ky € [w] y- Nous pouvons construire un proces-

req(w
sus K!, de u qui admet K, comme préfixe et tel que le suffixe K/, \ IC,, correspond & K,,. En
particulier, seulement req(w) jetons du multi-ensemble p,, accessible par K, sont consommés
par K. Alors, nous pouvons ajouter une occurrence de la régle a a K], qui consomme *a

jetons de p,, — req(w). O

Inversement, nous devons montrer que le marquage de Py U Py atteint apres une
séquence de transition tirable s de S° correspond & un marquage accessible par préfixe.
Pour cela, nous devons construire une séquence de regles tirable u € FCS(S), un processus
Ky € [u] L, €6 un préfixe K, € [v] ., nductivement & partir de s. A chaque étape, I’état
atteint par s coincide avec 1’état atteint par u. Quand S° applique un arc supplémentaire
a, l'exécution partielle correspondante est soit (u,v,w) si a € et ; OU (u.r,v,w.r) si
a € gu; ou (u.r,vr,w) sia € L>pre. Dans ce dernier cas, la régle r et la séquence
de regles w peuvent étre effectuées en méme temps : formellement nous allons établir que
*r+req(w) < p,. Cette propriété découle en réalité du fait que w peut étre exécuté a partir du
marquage obtenu par les jetons transférés de Py vers Pyyf, ¢’est-a-dire que eyt (req(w)) <
Mos|P cut-

Lemme 9.2.5. Soit s une séquence de régles tirable de S° conduisant ¢ U'état q et au

marquage p°s. Il existe une exécution partielle (u,v,w) de S telle que
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1. WJI(UOS‘Pcut) + Wpre(NOS|PpT6) = Mo,
2. W;lf( %s| Pouf) + Trpre(:u’ s| Ppre) = Hu,
3. W;ult(ﬂ s|Peut) = req(w), et

4. 1—=q dans S.

dessus. Nous distinguons trois cas :

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur la longueur de s. Si |s| = 0 alors s =
e; Pexécution partielle vide (e,¢,¢) satisfait aux quatre conditions, car fn° = Tpre(ftin)-
L’étape d’induction : soit s.a une séquence de regles tirable de longueur n+ 1. Par hypothese

de récurrence, il existe une exécution partielle (u,v,w) qui remplit les quatre conditions ci-

1. ¢—%curq dans S°. Alors, on peut vérifier que (u,v,w) satisfait aux quatre conditions

pour s.a.

(a) cut(# s.al Peut) + Trpre(:u s.a| Ppre) = Wcut( %s| Peut) + 71'pre( %[ Ppre) = Ho.

(0) ot (1% s.al Pout) + Tt (1 5.0l Pore)

( ) Nous avons Trcut(:u’ S. a|Pcut) > Trcut(

(d) +—%+¢ par hypothese d’induction.

= 7Ts.uf(

S’PSUf) + 71-pre(:u 5|Ppre)

S‘Pcut) Z req(w).

[

2. ¢—veurq’. Alors T*fl( ) est un arc ¢—s¢ dans S et u.r est une séquence de régles

de S. De plus, 7_(*a|Pas) = *r et 7 ;(a

*r < 7Tsuf( s|Psuf) = My
exécution partielle de S. De plus,

.|Psuf) = r°.

De plus,

*a < p°s, donc
. Par le lemme nous savons que (u.r,v,w.r) est une

(a) cut(M s.alPeut) + W;rle(/t s.alPpre) = Trcut( 5| Peut) + ﬂ'pre( %s|Ppre) = tho-
(b) 5uf(/j’ SG‘PSUf) + 7Tpre(:“’ S(I‘Ppre) - 7Tsuf( SIPSUf) + 7Tlgre( S|Pp1"e) + Trsuf( -

a’Psuf):,Uu_ T+ =l

(¢) Nous avons fis.q|Peut = fis|Peut- De plus,

7Tcut( S|PC11t) > 7Tcut(:u’ S‘PCUt)—i_ﬂ'suf( a—p S‘Psuf)

Alors, ”;1%;(Nosalpcut) = Wcut( °s|Peut) > max(req(w),

(d) +—q—"=q et 1—"3q—"3¢.

. Nous observons tout d’abord que

a cut(ﬂ s.alPeut) + ﬂ-pre(u s.a| Ppre)

(a)

(b) = suf(N s.alPsut) + Wpre(ﬂ s. a‘Ppre)
(c) m
(

d) ¢—=¢ dans S.

= ,U’U
= Mu —
cut M sa’Pcut> cut( S|PCU‘3) > req(w)

— T

*a < u°s, ainsi

-1
pre

-1
Tore

(.a’Ppre)

(*a

’Ppre) +7

+ -l

pre

-1
Tore

s_u}(.a|PSUf)+(:u’U

(a.|Ppre)
(a.|Ppre)

— ) = *r+cost(w)

*r + cost(w)) = req(w.r).
) q—)meq Alors pré( ) est un arc g—ssq’. De plus, 7rpre( a|Ppre) = *1 et 7Tpre( *|Pore) =

= My.r
= Hy.r

Puisque 115 > *a, nous avons L (11°s| Ppre) > e (*a| Ppre). En revanche, Tk (1%s| Pews) >
req(w), ainsi 7L (1°s] Ppre) + wcut( °s|Peut) > mpre(*a|Pore) + req(w), c'est-a-dire que
ly > °1r + req(w). Par le lemme (u.r,v.r,w) est une exécution partielle.

O]
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Nous sommes maintenant préts a prouver la propriété Soit p le marquage atteint
par un préfixe K’ d’un processus K € [S]. Selon la propriété il existe une exécution

partielle (u, v, w) telle que p,, = u. Par le lemme il existe une séquence de regles tirable
;}t(uos|Pcut)+7T1;rle(yos\Ppre) = ly = p. Inversement, si Wc_lé(,uos]Pcut) -+
Wgé(uoswpre) = p pour une certaine séquence de regles tirable s dans S° alors le lemme

assure qu'il existe une exécution partielle (u, v, w) telle que 7o (1°s| Pout) + 7o (15| Pore) =

s dans S° telle que 7

1y De plus, la propriété affirme que p, est le marquage atteint par un préfixe K’ d’'un
processus K € [S].

9.3 Analyse des marquages accessibles par préfixe

La propriété [9.1.1] nous permet d’utiliser des techniques existantes pour les étendre a
I’analyse des marquages accessibles par préfixe de S. Tout d’abord, le probléme du caractére
borné des préfizes demande si 'ensemble des marquages accessibles par préfixe d’'un PNS
donné S est fini. Il est facile de prouver que le PNS S est borné par préfixe si, et seulement
si, le PNS S° est borné. De plus, ceci peut étre vérifié au moyen de la simulation linéaire
habituelle d’'un PNS par un réseau de Petri. Par ailleurs, la borne par préfixe est équivalente
a la borne dans le cas particulier des réseaux de Petri, car I’ensemble des processus d’un

réseau de Petri est clos par préfixes. Ainsi,

Théoreme 9.3.1. Le probléme du caractére borné par préfize d’'un PNS est équivalent au

probléeme du caractére borné d’un réseau de Petri.

Démonstration. 1l est clair, & partir de la propriété que si §° est borné alors il y a un
nombre fini de marquages accessibles par préfixe dans S. Réciproquement, supposons que S
est borné par préfixe. Alors il existe M € N tel que uy,(p) < M et p,(p) < M pour toutes
exécutions partielles (u,v,w) de S et toutes places p € P. Alors le lemme garantit
que si une séquence de regles tirable de §° conduit a un marquage pu, alors u(p) < M pour

chaque place p € Pso. O

Deuxiemement, le probleme de la couverture par préfixre demande si un multi-ensemble
de places € NP donné est couvert par le marquage accessible par préfixe ' € NP, c’est-
a-dire que p(p) < 1/(p) pour tout p € P. 1l est facile de voir que p est couvert par préfixe
dans S si, et seulement si, le multi-ensemble de places mcyt (1) est couvert par un marquage

accessible §°. Ainsi,

Théoreme 9.3.2. Le probleme de la couverture par préfive d’un PNS est équivalent au

probléme de la couverture d’un réseau de Petri.

Démonstration. Le probléeme de la couverture par préfixe d’un réseau de Petri est équivalent
au probléme de couverture des réseaux de Petri. Ainsi, le probleme de la couverture par
préfixe d’'un PNS est au moins aussi difficile que le probleme de la couverture des réseaux
de Petri. En outre, la vérification de la couverture d’'un marquage dans un PNS peut étre

réalisée au moyen de la simulation linéaire d’un PNS par un réseau de Petri. Il nous faut
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donc simplement montrer qu’un marquage pg est couvert par préfixe dans S si, et seulement
si, le multi-ensemble de places mcyt (o) est couvert par un marquage accessible de S°.

Soit gy € IN un multi-ensemble de places. Supposons d’abord que jio est couvert par
un marquage accessible par préfixe p de S : po < p. Par la propriété 0.1.1] il existe un
marquage accessible 1 dans 8° tel que p = mL(1°] Ppre) + Tk (14°| Peys). En raison des
boucles de — ¢yt dans S°, on peut supposer que p°|Ppe = 0 ainsi meut(p) = p°|Peut €t
Teut (10) < 1°] Peut.-

Réciproquement, supposons maintenant que eyt (10) < p° pour un marquage accessible

p° de §°. Alors, par le lemme et la propriété 110 < Tk (4°| Pews) < g pour un
marquage préfixe accessible i de S. O

Pour terminer, le probleme de I’accessibilité par préfize demande si un multi-ensemble de
places donné est accessible par préfixe dans S. Considérons une légere modification S’ de S°
ou, pour chaque place p € Py, chaque état ¢ de S° est muni d’un arc boucle supplémentaire
qui porte une regle qui consomme un jeton de p et ne produit rien. Alors, un multi-ensemble
u de places est accessible par préfixe dans S si, et seulement si, 7yt (1) est accessible dans
S’. Ainsi,

Théoréme 9.3.3. Le probléeme de laccessibilité par préfive d’un PNS est équivalent au

probléme de l’accessibilité dans un réseau de Petri.

Démonstration. Le probleme de I’accessibilité par préfixe d’un réseau de Petri est équivalent
au probléme de Daccessibilité d’un réseau de Petri. Ainsi, le probléme de I'accessibilité par
préfixe d’un PNS est au moins aussi difficile que le probleme de 'accessibilité des réseaux
de Petri. De plus, la vérification de ’accessibilité d’'un marquage dans un PNS peut étre
réalisée au moyen de la simulation linéaire d’un PNS par un réseau de Petri. Ainsi, nous
avons simplement besoin de montrer qu’un multi-ensemble p de places est accessible par
préfixe dans S si, et seulement si, mey (1) est accessible dans S'.

Soit p € INF un multi-ensemble de places. Supposons d’abord que j est accessible par
préfixe dans S. Par la propriété il existe un marquage accessible u° dans §° tel que
= ot (11°] Pore) + Tk (11°| Pews ). En raison des boucles —scy¢ dans S°, on peut supposer
que 11°|Ppre = 0 et donc eyt (i) = p°| Peut- Alors meyt (1) est accessible dans S’ car les boucles
supplémentaires de S’ nous permettent de retirer tous les jetons dans toutes les places de
Pyt

Réciproquement, supposons que meyt (1) est accessible dans S’. Alors il existe un mar-
quage accessible p° dans S° tel que eyt (1) = /| Peut €t p1°| Pore = 0. Il résulte du lemme
et de la propriété que u est accessible par préfixe dans S. O

9.4 Analyse des marquages accessibles par préfixe sous la
restriction FIFO

Dans la section[7.3] nous avons abordé la modélisation de MSG par des PNS. Nous avons
défini la classe des MSG étendus (définition [7.3.3) qui impose certaines restrictions aux PNS
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considérés. Comme les MSG sont généralement utilisés sous ’hypotheése de communications
FIFO, nous avons également introduit cette notion pour les MSG étendus (définition .
Nous montrons dans cette section comment les résultats obtenus dans ce chapitre s’ap-
pliquent lorsque nous adoptons la restriction FIFO sur les MSG étendus.

Afin de simplifier les preuves, on note par [Ju]] Lin la classe de tous les processus FIFO

de u a partir du marquage fi.

Propriété 9.4.1. Soit S un MSG étendu. Si (u,v,w) est une exécution partielle non vide,
alors [u],, N [vw],, #0.

Démonstration. Une regle r = (\, o, B) est dite localisée si elle utilise une instance. C’est-a-
dire qu’il existe une instance i tel que i € a.

Nous procédons par induction sur la longueur de w. Si |u| = 1, alors u = r, v = € et
w=rouu=rv=retw=e Comme[r], = [re], = I[er],, . lapropriété est
vérifiée.

Etape d’induction : nous considérons I'exécution partielle (u/,v’,w’) avec |u/| = n + 1.
Soit v/ = w.r avec |u| = n. Puisque (v/,v’,w’) est une exécution partielle, on a [u'] pin N
[v/.w'] i 7 () d’apres la propriété

Cas 1 La regle r est localisée. Soit up et ug tels que uy.r.uy = v'.w’ avec r n’apparaissant pas
dans uy. Comme r est localisée, cette régle consomme un jeton d’une instance ¢ pour
le restituer. Comme les jetons des instances sont uniques, toutes les regles localisées
sur l'instance ¢ sont linéairement ordonnées. Ainsi, le dernier événement de la regle r

dans un processus K’ de [u'] . N [v".w'] = correspond au dernier événement localisé
n mn

Hi
sur 7 dans K’. Donc us ne contient pas de régle localisée sur I'instance . Considérons
le processus K préfixe de K’ obtenu en retirant la derniére occurrence de r. Alors
K€ u],, et K€luiug],, . Ainsi, [u], N[uius], #0etdonc (u,ur,uz) est une
exécution partielle, ce qui implique par hypothése d’induction [Ju]] i1 My .us] i 0.
On peut ajouter la régle r a un tel processus FIFO pour obtenir un nouveau processus
FIFO. Ainsi, [u.r],, N [uius.r],, # 0. Comme r est localisée sur I'instance i et
que ug ne contient pas de régle localisée sur i, on a [Ju;.r.us]] pim = [y .ug.r] fin Ainsi,
[uirue],, NIV, #0.

Cas 2 La régle r n’est pas localisée. Si v’ ne contient pas de régle localisée, alors [u/] fin =
[«],,, donc [v'w'], = [v'w'],, etdonc[u'], N[v.w], #0.

Si u/ contient une regle localisée, alors nous considérons v’ = uy.b.us.r avec b une regle
localisée, et uo une séquence de régles ne contenant pas de régle localisée. Comme

_ : ' _

= [viug.rd],, e [u], = [uru2rd],, .

Par conséquent, [u], = [uiuo.rd],, . Notons u” = uj.ug.rb. Alors [u"], N

uo.r ne dépend pas de b, [[ul.b.uz.rﬂum
[v'w'],, = [W],, N[vw], #0etdonc (u”,v',w’) est une exécution partielle.
Drapres le premier cas, [u”] ,, N [v"w'], #0,ie [T, N[vw],, #0.

O]

Etant donné que s’il existe un marquage accessible par préfixe dans un MSG étendu,
alors ce méme marquage est accessible sous la restriction FIFO, tous les résultats vus pré-

cédemment, tels que les théorémes [9.3.],[9.3.2] et [9.3.3], fonctionnent également lorsque nous
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adoptons la restriction FIFO pour les MSG étendus. En particulier, nous pouvons vérifier
la couverture ou l'accessibilité par préfixes d’'un marquage donné pour n’importe quel MSG

étendus (éventuellement non borné par préfixe).

9.5 Reésultats expérimentaux

La notion de non-divergence (aussi appelée borne universellement) pour un MSG coincide
avec le caractere borné par préfixe pour les PNS. Cependant, I'expressivité des PNS est plus
grande que celle des MSG. Alors que la non-divergence d’'un MSG est coNP-complet, le
caractére borné par préfixe d’'un PNS requiert un espace exponentiel. Bien que les deux
problemes sont dans des classes de complexité distinctes, nous comparons a titre indicatif
nos algorithmes a l'outil vérifiant la divergence de MSG congu dans la partie [T

Nous avons implémenté notre construction dans un prototype (baptisé VaChe [5]) afin de
vérifier le caracteére borné par préfixe en utilisant TINA [4]. Nous présentons ici les résultats
que nous obtenons sur la modélisation d’une version simplifiée du protocole des fenétres
coulissantes, illustrée sur la figure [9.2] Cette modélisation contient deux états. Le premier
état envoie un message de i vers j, le second état envoie un message de j vers i. Chaque
fois que 'on accede au premier état, la valeur du compteur c est incrémentée. Lorsque 'on
accede au second état, la valeur du compteur ¢ est décrémentée. Initialement, ¢ = 1. Notons
qu’a tout instant 0 < ¢ < 4. Ainsi, ce protocole permet au serveur ¢ d’envoyer des messages
a un client j avec un maximum de 4 acquittements manquants, c’est-a-dire 4 messages dans
la fenétre.

c>0
c=c—1

FIGURE 9.2 — Modélisation du protocole simplifié des fenétres coulissantes avec un PNS.

Nous avons vérifié le caractere préfixe borné de ce PNS en faisant varier la taille de la

fenétre. Les résultats obtenus sont présentés sur la figure

n VaChe ™IV
(taille de fenétre) || (préfixe borné)
40 9| <0.01
60 37 | <0.01
80 110 | <0.01
100 256 | <0.01

FIGURE 9.3 — Temps d’exécution en sec. pour le protocole simplifié des fenétres coulissantes.

Le PNS de la figure 9.2 est équivalent au MSG de la figure [4.1(a)l Comme nous l'avions

déja remarqué, le PNS est non seulement plus concis que le MSG, mais il est également
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trés simple a comprendre. En effet, le PNS contient deux noeuds. Le premier noeud envoie
un message de ¢ vers j et le second nceud envoie un acquittement de j vers . Enfin, une
variable ¢ est utilisée pour restreindre le nombre d’acquittements manquants.

Nous avons cependant constaté sur cet exemple qu’il est beaucoup plus efficace de vérifier
la divergence d’'un MSG, en utilisant les techniques développées dans la partie [ que de
vérifier la divergence du PNS correspondant. Cela n’est pas surprenant, car les PNS sont plus
généraux que les MSG. Afin d’améliorer la vérification de PNS, nous allons nous intéresser
dans la derniere partie aux propriétés structurelles et semi-structurelles. L’idée consiste a ne
pas fixer le marquage initial (ou une partie du marquage initial) afin de diminuer la difficulté

du probleme.
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CHAPITRE

10

Introduction

Comme nous l'avons expliqué dans la section les PNS peuvent étre utilisés afin
de modéliser des MSG étendus. Ces MSG étendus apportent de nombreux avantages par
rapport aux MSG classiques, notamment au niveau de 'expressivité et de la concision.
Rappelons en effet que nous pouvons représenter de maniere exponentiellement plus concise
un méme protocole de communication comme dans l’exemple du protocole simplifié des
fenétres coulissantes (figure [7.6)).

Un probleme classique sur les MSG est le probleme de la divergence (définition .
Ce probleme consiste a vérifier s’il y a un nombre non borné de messages dans les canaux de
communication. Alors que ce probléeme est NP-complet [IT, Th. 7], le probléeme équivalent
dans le cadre plus général des PNS nécessite un espace exponentiel (propriété . D’une
certaine maniere, cette différence de complexité entre les deux modeéles n’est pas surpre-
nante, car d’une part les MSG étendus sont plus expressifs et d’autre part les MSG étendus
permettent des modélisations exponentiellement plus concises. Il existe cependant des pro-
tocoles pouvant étre modélisés par des MSG qui font la méme taille qu'une modélisation
avec des MSG étendus. Dans ce cas particulier, la différence de complexité entre les deux
modeles peut étre génante.

Pour contourner cette difficulté pratique, nous proposons d’abstraire les propriétés a
vérifier, de sorte que si ’abstraction d’une propriété est satisfaite, alors cette propriété est
satisfaite. L’abstraction que nous proposons consiste a vérifier les propriétés de maniere
structurelle, c’est-a-dire a vérifier si, quel que soit le marquage initial, la propriété est sa-
tisfaite. Nous pouvons citer comme exemple le caractere structurellement borné qui assure
que, quel que soit le marquage initial d’un réseau de Petri, I’ensemble des marquages acces-
sibles est fini. Cette abstraction est intéressante, car vérifier le caracteére borné d’un réseau
de Petri fourni avec une configuration initiale nécessite un espace exponentiel [43] [74] alors
que vérifier le caractére structurellement borné est polynomial [43], [R1].

Il est aussi intéressant de pouvoir définir le degré d’abstraction souhaité. En effet, si
une propriété n’est pas vraie structurellement, nous ne pouvons rien dire sur la véracité
de cette propriété pour un marquage initial donné. Ceci est d’autant plus vrai pour les
MSG étendus. Une instance I étant vue comme un jeton dans une place I, la vérification de
propriétés structurelles abstrairait également les processus en ne considérant pas que chaque
instance est unique. Cette abstraction est souvent trop forte et beaucoup de propriétés vraies
s’averent fausses structurellement.

Afin de pouvoir contrdler le degré d’abstraction, nous introduisons la notion de propriété
semi-structurelle. Cela consiste a fixer le marquage initial d’un sous-ensemble approprié de
places, puis a vérifier les propriétés structurelles sur les places restantes. Pour cela, nous
déplions le PNS afin de faire disparaitre les places dont nous fixons le marquage initial. Les
propriétés structurelles sur le PNS ainsi obtenu impliquent les propriétés semi-structurelles

du PNS d’origine. Notons que si nous fixons le marquage initial pour la totalité des places
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et que le PNS est borné, alors le dépliage correspond a un PNS de taille exponentielle
relativement & la borne. Si par contre aucune place n’est fixée, alors aucun dépliage n’est
effectué et la vérification se fait en temps polynomial. Nous pouvons ainsi jouer sur les places

dont nous fixons le marquage initial afin de vérifier une propriété.

Vérifier le caractere structurellement borné ou la terminaison structurelle d’'un PNS se
ramene & vérifier les colits des cycles : un cycle est pathologique pour le caractére struc-
turellement borné (respectivement la terminaison structurelle) si la somme des étiquettes
du cycle est strictement positive (respectivement positive). Ainsi, nous pouvons considérer
les PNS comme des VASS en remplagant chaque reégle par leur vecteur bilan. Par consé-
quent, ces deux problémes sont trés proches de celui de la détection d’un zéro-cycle dans les
graphes dynamiques [64], qui recherche dans un VASS l'existence d’un cycle avec un cofit
nul. Dans [68], Kosaraju et Sullivan ont montré comment vérifier I’existence d’un tel cycle en
temps polynomial. Par la suite, ’équivalence de ce probleme avec celui de la programmation
linéaire générale a été prouvée [32]. L’idée est double. Premiérement, les cycles sont identi-
fiés par des multi-ensembles particuliers d’arcs. Deuxiemement, les multi-ensembles d’arcs
avec un colit nul apparaissent comme des solutions de certains programmes linéaires. Cette
technique s’adapte facilement a la détection de cycles pathologiques pour le probleme du
caractere structurellement borné et de la terminaison structurelle. L’algorithme retourne,
en temps polynomial, un multi-ensemble d’arcs qui représente un cycle pathologique si un

tel cycle existe.

Une caractéristique particulierement attrayante des PNS réside dans leur représentation
graphique similaire & un automate. Il est donc intéressant de décrire les bugs de maniere
visuelle. Toutefois, la longueur minimale d’un cycle pathologique peut étre exponentielle
en la taille du PNS. Par conséquent, ’énumération de la séquence des arcs décrivant un
bug est prohibitive et nous avons besoin de concevoir une représentation compacte des
cycles pathologiques. Nous proposons de décrire les bugs structurels sous la forme d’un
multi-ensemble de cycles particulierement simples appelés lassos. Schématiquement, un lasso
comprend un cycle muni de deux chemins aller et retour vers un noeud initial fixé. On exige
que la longueur des trois trajets constitutifs du lasso soit au plus égale au nombre de nceuds
du VASS. Dans les faits, nous considérons souvent des lassos élémentaires, c’est-a-dire des
lassos dont chaque composante est un chemin élémentaire. En outre, la valuation d’un lasso
détermine le nombre d’itérations de sa composante cyclique. Notre premier résultat montre
comment calculer en temps polynomial un multi-ensemble de lassos élémentaires avec un
neeud de départ commun qui correspond a un multi-ensemble d’arcs représentant un cycle
pathologique. Il est intéressant de noter que le nombre de lassos élémentaires distincts dont
nous avons besoin est au plus égal a la dimension des vecteurs de poids des étiquettes du

VASS. De plus, le point de départ commun de ces lassos peut étre choisi arbitrairement.

Trouver un contre-exemple d’une propriété le plus court possible est souvent souhaitable
en pratique pour comprendre le mauvais comportement d’un systéme [30) [69]. Le nombre
d’arcs (ou simplement le nombre d’arcs distincts) dans un cycle pathologique est une me-
sure intéressante de la complexité d’un bug structurel. Cependant la recherche d’un cycle

pathologique avec une longueur minimale (ou un nombre minimal d’arcs distincts) est un
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probleme NP-complet. Par la suite, nous nous fixerons un nceud de départ § et un entier
naturel n et nous nous concentrerons sur des lassos partant de § avec une longueur d’au
plus n. Au moyen d’un codage en programmation linéaire et d’un algorithme de séparation,
nous montrerons comment vérifier s’il existe un multi-ensemble pathologique formé par ces
lassos, et si oui, comment en calculer un. Par conséquent, nous pourrons calculer en temps

polynomial un multi-ensemble pathologique de lassos de longueur minimale.

10.1 Propriétés structurelles et caractérisation par des cycles

Un VASS muni d’une configuration initiale (g, rin) est terminant s’il existe un entier
naturel & tel que la longueur de chaque exécution de S & partir de (g, 7 ) est inférieure a k.
Autrement dit, un VASS termine si, et seulement si, il n’a pas d’exécution infinie. Nous nous
intéressons ici aux propriétés structurelles qui, elles, ne dépendent pas de la configuration

initiale.

Définition 10.1.1. Un VASS S termine structurellement s’il termine pour toute configu-

ration initiale.

Le probleme de la terminaison structurelle consiste & savoir si un VASS donné n’a pas
d’exécution infinie, et ceci quelle que soit la configuration initiale. On constate que cette
question se résume a chercher un cycle particulier dans le VASS. Nous notons cout(y) le

cott du cycle v correspondant a la somme des vecteur constituant .

Proposition 10.1.2. Un VASS S termine structurellement si, et seulement si, il n’existe

pas de cycle v avec cout(y) > 0.

Démonstration. Supposons qu’il existe un cycle v avec cout(y) > 0. Alors S ne termine
pas pour certaines configurations initiales. Inversement, si S ne termine pas pour certaines
configurations initiales, alors le dépliage de toutes les exécutions sous la forme d’un arbre est
infini. L’arbre correspondant au dépliage des exécutions est généralement appelé arbre d’ac-
cessibilité. Comme chaque noeud de Parbre d’accessibilité a au plus | A| successeur, le lemme
de Kénig [65] assure que cet arbre contient une branche infinie si, sg,.... Cela donne une
suite infinie (q1,71), (g2, r2), ... de configurations atteintes le long de cette branche. Rappelons
qu’un bel ordre partiel est un ensemble partiellement ordonné dans lequel chaque suite infinie
contient une sous-suite infinie monotone non décroissante. De plus, le lemme de Dickson [36),
Lemma A] montre que (IN?, <) est un bel ordre partiel. Ainsi, il y a des indices i1 < ig < ...
tels que la sous-suite infinie r;,,7;,, ... satisfaite r;; < r;, < .... Considérons deux indices
ir < i tels que ¢;, = ¢;,. Alors la suite de configuration (g;,, 7, )(Gip+1, Tig+1)--- (2, 73,)
correspond & un cycle v de S tel que cout(y) = 15, — i, > 0 O

Exemple 10.1.3. Considérons un VASS deux dimensionnel avec trois états qo,q1,qo et

cing arcs pondérés ay,as,as,ly et ly représentés sur la figure [10.1l Le coit du cycle v =

a1.03.az.13.a3 vaut cout(y) = (1,4). Ainsi, ce VASS n'est pas structurellement terminant.
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<_i>a3 @ ay

(%) B @ ()

-1

FIGURE 10.1 — Un Vector Addition System with State (VASS).

Un VASS muni d’une configuration initiale (g, r:n) est borné s'il existe un entier naturel
k tel que, pour chaque configuration (g,r) accessible a partir de (gin,7in), il n’y a jamais

plus de k jetons de chaque type, c’est-a-dire r[i| < k pour chaque i € [i..p].

Définition 10.1.4. Un VASS S est structurellement borné s’l est borné pour toute confi-

guration initiale.

Similairement a la propriété [10.1.2] vérifier si un VASS est structurellement borné

consiste a détecter un cycle avec un cofit strictement positif.

Proposition 10.1.5. Un VASS S est structurellement borné si, et seulement si, il n’existe

pas de cycle v avec cout(y) > 0

Démonstration. Supposons qu’il existe un cycle v avec cout(y) > 0. Alors S n’est pas borné
pour certaines configurations initiales. Inversement, si S n’est pas borné pour certaines
configurations initiales, alors nous considérons le sous arbre de I'arbre d’accessibilité tel
que chaque paire de noeuds distincts le long d’une branche correspond a des configurations
distinctes. Ce sous-arbre est toujours infini, car I’ensemble des configurations accessibles
reste le méme. Par le lemme de Konig, le sous-arbre d’accessibilité contient une branche
infinie s1, s2,.... Cela donne une suite infinie (q1,71), (¢2,72), ... de configuration atteinte le
long de cette branche. Par le lemme de Dickson, il existe des indices i1 < i9 < ... tels que la
sous-suite infinie 7;,,14,, ... satisfaite r;; < r;, < ... Comme S a un nombre fini d’états, on
peut supposer que g;; = g;, pour certains j, k. Comme toutes les configurations le long d’une
branche sont distinctes, nous obtenons r;, < 7, < r;, < .... Nous pouvons donc trouver, le

= = -~

long de cette branche, un cycle v avec cout(y) > 0. O

Ainsi, vérifier le caractere structurellement borné et la terminaison structurelle d’un

VASS se ramene a détecter des cycles pathologiques dans S.

Définition 10.1.6. Un cycle v dans un VASS S est pathologique pour la terminaison struc-
turelle (respectivement le caractére structurellement borné) si cout(y) > 0 (respectivement
cout(y) > 0).

10.2 Cas particulier des réseaux de Petri

Pour le cas particulier des réseaux de Petri, le caractere structurellement borné est ap-

pelé strong boundedness dans [81] et a été caractérisé par un systéme linéaire homogene
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d’inéquations diophantiennes [81, Th. 1]. Cette technique a été généralisée pour la terminai-
son structurelle dans [I00, Th. 2]|. Ces deux résultats peuvent étre reformulés dans le cadre

des VASS de la maniére suivante.

Théoréme 10.2.1. Soit S un VASS a un seul état. Soit C' une matrice d’entier p x |A|

construite avec les |A| vecteurs colonnes {cout(a)la € A}. Alors

1. S est structurellement borné si, et seulement si, il n'existe pas de vecteur x € IN4 tel
que Cz > 0.

2. § termine structurellement si, et seulement si, il n’existe pas de vecteur non nul x €
N4 tel que Czz > 0.

Ici, tout multi-ensemble 2 € IN4 \ {6} représente un cycle v dans § pour lequel chaque
arc a € A apparait exactement x(a) fois, et donc cout(y) = Cx. De plus, il est clair que la
recherche de solutions a ces deux systémes linéaires homogeénes d’inéquations diophantiennes
peut étre effectuée avec des nombres rationnels et donc en temps polynomial. Cependant,
le nombre minimal d’arcs d’un multi-ensemble pathologique peut étre exponentiel dans la

taille du réseau de Petri comme nous pouvons le voir dans I'exemple suivant.

(n,—n+1) (-1,1)
COD,

FIGURE 10.2 — Un Vector Addition System with State (VASS).

Exemple 10.2.2. Considérons le VASS deux dimensionnel S avec un seul état de la fi-
gure . Il est clair que la longueur minimale d’un cycle v avec cout(y) > 0 est exactement
de n avec par exemple v = ll.lg_l, ce qui est exponentiellement plus grand que la taille de

S puisque l’encodage de n nécessite seulement |loga(n + 1)] bits.

Bien que la transformation habituelle d’un VASS en un réseau de Petri ne préserve
pas les propriétés structurelles, la vérification du caractere structurellement borné et de la
terminaison structurelle en temps polynomial par une réduction en programme linéaire peut

étre étendue aux VASS comme nous le verrons dans le chapitre

10.3 Propriétés semi-structurelles des réseaux de Petri

Lorsque 'on modélise un systéeme par un réseau de Petri, on distingue souvent deux

types de places :

— les places de contréles, dont leurs marquages sont bornés et décrivent 1’état actuel du

systéme.
— les places container, dont les jetons représentent des ressources.

Il peut étre intéressant de vérifier la terminaison (ou le caractére borné) du réseau de Petri

en fixant le marquage initial des places de contréle, mais avec un marquage initial arbitraire
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pour les places container. De cette fagon, la terminaison semi-structurelle généralise a la fois
la terminaison et la terminaison structurelle.

Une méthode immédiate nous permet de vérifier la terminaison semi-structurelle. Nous
commencons par supprimer les places container et vérifions que le réseau de Petri résultant
est borné. Nous déplions ensuite le réseau de Petri sous la forme d’un VASS et réincorporons
les contraintes liées aux places container. Si le VASS obtenu est structurellement terminant,
alors le réseau de Petri initial est semi structurellement terminant, c’est-a-dire qu’il termine
quel que soit le marquage initial dans les places container. Rappelons que vérifier la termi-
naison d’un réseau de Petri requiert un espace exponentiel [I00] alors que nous verrons dans
le chapitre que nous pouvons vérifier la terminaison structurelle d’'un VASS en temps
polynomial. Ainsi, considérer la terminaison semi-structurelle d’un réseau de Petri et donc
la terminaison structurelle d’un VASS peut se révéler efficace pour vérifier si un réseau de

Petri termine.

Exemple 10.3.1. Considérons l’échangeur de monnaie modélisé par le réseau de Petri
utilisant quatre places P = {E, D, EU,USA} représenté sur la figure . Les places
container E et D comptent respectivement le nombre d’euros et de dollars en notre posses-
sion. Un jeton se promeéne entre les deux états de controle EU et USA. Lorsque le jeton
de controle se trouve dans EU alors les euros peuvent étre changés en dollars, et lorsque
le jeton de contréle se trouve dans USA alors les dollars peuvent étre changés en euros.
Un déplacement du jeton de contréle de EU vers USA (respectivement de USA vers EU )
requiert le paiement d’une taze en dollars (respectivement en euros). Ce réseau de Petri
n’est pas structurellement terminant, car les monnaies peuvent circuler entre les euros et les
dollars a condition qu’il y ait un jeton dans les places EU et USA. Considérons maintenant
le dépliage du réseau de Petri en un VASS de deux états représentés sur la figure .
1l est facile de voir que ce VASS est structurellement terminant. Ainsi, la modélisation de
I’échangeur de monnaie de la figure termine, quelle que soit la monnaie initiale que

l’om posséde.

Une approche similaire peut étre adoptée pour vérifier le caracteére semi-structurellement
borné d’un réseau de Petri. Considérons le réseau de Petri de la figure Contrairement
a ’exemple précédent, nous pouvons produire deux euros avec un dollar, et deux dollars avec
un euro. Cependant, un déplacement de EU en USA consomme un jeton d’une nouvelle
place S. Ce réseau de Petri n’est pas structurellement borné, car la quantité de monnaie peut
ne pas étre borné lorsque les places EU et US A possédent chacun un jeton. Considérons les
places E, D et S comme des places container. Le résultat du dépliage du réseau de Petri
en VASS est représenté sur la figure Ce VASS est structurellement borné. Ainsi, le
réseau de Petri de la figure est borné quel que soit le marquage initial des places F,
DetS.

Remarquons que la modélisation du VASS de la figure en un réseau de Petri
selon la transformation classique correspond au réseau de Petri de la figure Cet
exemple donne une illustration des différences entre les réseaux de Petri et les VASS en ce
qui concerne les propriétés structurelles. Un VASS peut étre structurellement terminant,

mais pas sa modélisation en tant que réseau de Petri.
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usA() (D EU

(a) Réseau de Petri terminant

(c) Réseau de Petri terminant (d) Réseau de Petri borné

F1GURE 10.3 — Modélisation d’'un échangeur de monnaie.

10.4 Propriétés semi-structurelles des PNS

Les propriétés semi-structurelles sont également tres intéressantes pour les PNS. Rappe-
lons que les PNS peuvent représenter des MSG étendus (section . Ils peuvent contenir
des variables entiéres positives permettant de modéliser un certain nombre de choses telles
que des compteurs, des timers, des horloges, etc. Vérifier des propriétés (semi-)structurelles
sur de tels MSG, telles que le caractére borné, devient alors beaucoup plus intéressant que
la vérification de propriétés non-structurelles. Premiérement, au niveau de la complexité,
les propriétés structurelles se résolvent beaucoup plus rapidement que les propriétés non-
structurelles. Ensuite, le fait de savoir qu'un MSG est borné pour des valeurs de compteur
spécifique ne nous garantit pas qu’en modifiant la valeur de ces compteurs le MSG reste
borné. Prenons I'exemple du protocole simplifié des fenétres coulissantes de la figure [10.4]

Si nous fixons le nombre de jetons d = 4 et x = 0, le fait de savoir que le systeme est borné

Tz —d

x—d

\
~
.

T dox

FIGURE 10.4 — Modélisation du protocole simplifié des fenétres coulissantes avec un MSG
étendu.

ne nous garantit pas que le protocole simplifié des fenétres coulissantes ne diverge pas pour

une taille de fenétre plus grande. Si nous ne fixons que les places modélisant les instances,

le fait que ce systeme est structurellement borné nous garantit que, quelle que soit la taille
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de la fenétre d, le protocole simplifié des fenétres coulissantes ne diverge pas.

Notons que si nous fixons le marquage initial pour la totalité des places, alors la vé-
rification d’une propriété est équivalant a sa vérification non-structurelle. La vérification
d’une propriété semi-structurelle généralise ainsi la vérification de cette méme propriété de
maniere non-structurelle toute en réduisant potentiellement la complexité de ’analyse sui-
vant le nombre de places a traiter de maniere abstraite. Une partie non négligeable de cette
approche consiste a vérifier que le systéeme dans lequel les places structurelles sont omises

reste borné et a déplier ce systeme.
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CHAPITRE

11

Vérification de propriétés structu-
relles de VASS

Dans ce chapitre, nous adaptons l’algorithme de Kosaraju et Sullivan [68] pour détecter
des cycles pathologiques pour le caractere structurellement borné et la terminaison struc-
turelle en temps polynomial. Le résultat de ’algorithme peut retourner un contre-exemple
pour la propriété considérée sous la forme d’un multi-ensemble d’arcs qui correspond & un

cycle pathologique.

11.1 Multi-ensemble d’arcs au lieu des cycles

Nous représenterons les cycles d’'un VASS S comme des multi-ensembles particuliers
d’arcs. Soit 2 € IN4 un multi-ensemble d’arcs. On note par |z| = [{a € A | z[a] > 1} le
nombre d’arcs distincts dans x et par A, le support de z, c’est-a-dire I’ensemble des arcs
a € A tel que z]a] > 1. Ainsi |z| = |Az|. Le graphe sous-jacent G, de x est le graphe (non
dirigé) Gz = (Qx, Ey) ou ensemble des sommets @, = {dom(a) | a € Az} U{cod(a) | a €
A, } collecte la source et la destination de tous les arcs dans x et I'ensemble des arétes
E, = {{dom(a),cod(a)} | a € A, et dom(a) # cod(a)} conserve la trace de toutes les
connexions induites par les arcs dans x.

Un multi-ensemble d’arcs z € IN? est dit conneze si G5 est un graphe connexe. Soit
x € INA et C,...,C, C Q4 les composantes connexes de GG,. Pour chaque 1 < i < n et
chaque a € A, on pose z;[a] = z[a] si dom(a) € C; et z;[a] = 0 sinon. Alors x = z1+ ... + =,

et le multi-ensemble x; est appelé une composante conneze de x.

Définition 11.1.1. Un multi-ensemble d’arcs x € IN4 est dit Eulérien si pour chaque état
q € Q, 0N @ P gom(a)=¢ ] = Fcod(a)=q Tlal, c’est-d-dire qu’il y a autant d’arcs incidents
que d’arcs sortants a chaque état. Un multi-ensemble d’arcs Eulérien et connexe est appelé

une circulation.

Notons que si z et y sont Eulériens, alors  +y est Eulérien. Si de plus <y, alors y —x

est également Eulérien.

Définition 11.1.2. Le multiplicité d’un multi-ensemble x dans un multi-ensemble y cor-
respond au plus grand entier naturel k tel que k- x < y.

Chaque cycle v = aj...a,, de S est représenté par un multi-ensemble d’arcs x, = Zz? a;,

c’est-a-dire que z4[a] est le nombre d’occurrences de a dans <. Puisque v est un cycle, le
multi-ensemble d’arcs x est non vide, Eulérien et connexe. Inversement, chaque circulation
non vide correspond a un cycle de S. Il s’agit d’une variante immédiate du théoréme d’Euler

[38, Th. 1.8.1] déja évoqué dans les préliminaires (théoréme [2.1.3)).

Proposition 11.1.3. (Théoréme d’Euler) Soit x € N4 une circulation non vide. Alors il

existe un cycle v tel que x = x.
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Démonstration. Soit v = ag...a;_1 un chemin dans S utilisant chaque arc a € A pas plus de
x[a] fois et de longueur maximale. Supposons que dom(ay) # cod(a;—1), c’est-a-dire que ~y
n’est pas un cycle. On pose ¢ = cod(a;—1) et on consideére le multi-ensemble ., € IN4 de tous
les arcs étiquetés présents dans . On a 2, < z et donc 3 yom(a)=q T4[a] < X gom(a)=q Zlal
et X cod(a)=q T71a] < Pcod(a)=q zla]. Puisque dom(ao) # ¢, on a 3 oga)—gTy[la] = 1+
> dom(a)=q T[a]. Comme x est Eulérien, on a 3=, (a)=q T[a] = X coa(a)=q la]. 11 s’ensuit que
D dom(a)=q T71a) < Xdom(a)=q Tla]- Ainsi z,[a] < z[a] pour un arc a € A tel que dom(a) = g.
Nous pouvons alors ajouter une occurrence de a a la fin de v impliquant que la longueur de
~ n’est pas maximale. Ainsi, dom(ag) = cod(a;—1) et 7y est un cycle.

Nous procédons encore par contradiction. Supposons que le cycle ag...a;_1 ne satisfait
pas x, = x. Alors il existe des a € A tels que z[a] > x,[a]. Comme G, est connexe, on peut
supposer que dom(a) = dom(a;) pour certain ¢, ou cod(a) = dom(a;) pour certain i. Dans
les deux cas, on peut construire un chemin plus long que v en ajoutant une occurrence de

a, ce qui contredit a nouveau la maximalité de ~. O

Il est facile de montrer que le probléme du caracteére structurellement borné et le probleme
de la terminaison structurelle sont des problémes NP : un certificat d’un cycle pathologique
est simplement un sous-ensemble d’arc C' C A pour lequel il existe un multi-ensemble
Eulérien d’arcs z tels que A, = C et cout(z) > 0 (respectivement cout(x) > 0). Ceci peut
étre vérifié en temps polynomial en utilisant la programmation linéaire car s’il existe une

solution rationnelle pour ce systéme alors il existe également une solution entiere.

Remarque 11.1.4. Considérons un chemin pathologique v représenté par une circulation
x € NA. Soit d le plus grand diviseur commun de tous les coefficients de x. Alors le multi-
ensemble v’ = 1/d -z € IN4 est une circulation non vide qui est plus petite que x mais qui
représente aussi un cycle pathologique. Comme d peut étre calculé en temps polynomial (avec
Ualgorithme d’Euclide), la circulation x’ peut étre obtenue facilement d partir de x afin de

simplifier la représentation du bug.

11.2 Calculer un cycle pathologique comme un multi-ensemble

d’arcs

Dans [68], Kosaraju et Sullivan montrent comment détecter un cycle avec un coiit de
zéro en temps polynomial a ’aide d’une réduction vers une série de programmes linéaires.
Nous expliquons ici pourquoi cette technique peut étre adaptée sans effort pour vérifier la
terminaison structurelle ou le caractére structurellement borné. En effet, il suffit de rem-
placer 1’égalité du vecteur z = 0 par z > 0 ou z > 0 respectivement dans les programmes
linéaires considérés par leur algorithme. Nous donnons ci-dessous ’algorithme résultant pour
la terminaison structurelle seulement.

Afin de détecter un cycle pathologique pour la terminaison structurelle dans un VASS
S = (Q, A), la premiére étape consiste a calculer le sous-ensemble A" C A qui rassemble

tous les arcs apparaissant dans un multi-ensemble .# de cycles tel que cout(F) > 0. Pour
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ce faire, pour chaque arc b € A, on considére le programme linéaire ci-dessous avec |A]

variables rationnelles z € Q4.

> cod(a)=q la] = P dom(a)=q |a] pour chaque ¢ € Q
z[a] > 0 pour chaque a € A

xz[b] > 1

S e la] - cout(a) >

()

Il est clair que b appartient a A’ si, et seulement si, P, a une solution. Dans ce cas nous

désignions par z; une solution & ce probléme avec z; € IN4. Ensuite, trois cas se présentent :

1. Si A’ est vide alors S est structurellement terminant, car aucun arc n’appartient au

cycle pathologique.

2. Si A’ est non vide et fortement connexe, alors S est non-structurellement terminant,
car le multi-ensemble d’arcs z = Y, 4/ xp est connexe, Eulérien et cout(z) > 0. Notons

ici que le support A, de x est maximal, car A, = A’

3. Soit Ay, ..., A, les composantes fortement connexes de A’ avec n > 2. On consideére les
n VASS Sy, ..., S, obtenus a partir de S par une réduction aux sous-ensembles d’arcs
Ay, ..., A, respectivement. Il est alors clair que & admet un cycle pathologique si, et
seulement si, un des n systémes Sy, ..., S, admet un cycle pathologique. Ainsi, il suffit

d’appliquer récursivement l'algorithme & chacun de ces systemes.

La complexité en temps pour 'algorithme est de O(Z|A||Q|) avec Z la complexité en temps
pour le programme linéaire P,. Notons ici que nous pouvons exiger que cet algorithme
retourne une circulation qui corresponde a un cycle pathologique si le systéme n’est pas
structurellement terminant. Nous devons simplement obtenir une solution entiére z’ € IN4
au probléme P, & partir de la solution rationnelle z € Q. Pour ce faire, on peut utiliser
I’algorithme d’Euclide pour calculer le plus petit multiple commun m des dénominateurs de

tous les coefficients de x puis considérer 2’ = m - x.

11.3 Etude expérimentale

Reprenons l'exemple du protocole simplifié des fenétres coulissantes de la section[9.5] Soit
S le PNS modélisant ce protocole. Nous commencons par considérer le PNS §° modélisant les
marquages préfixes accessibles en utilisant la transformation décrite dans la section 0.1} Nous
déplions ensuite le PNS S§° en un PNS &’ afin de faire disparaitre les places correspondant
aux instances comme décrit dans la section [I0.4] Pour terminer, nous vérifions le caractére
structurellement borné du PNS S’ en utilisant I’algorithme de Kosaraju et Sullivan [68].

Sile PNS &' est structurellement borné, alors le PNS S° est semi-structurellement borné.
Sile PNS S° est semi-structurellement borné, alors le PNS S est préfixe borné pour toutes les
tailles de fenétre. Ainsi, si le PNS &’ est structurellement borné, alors le protocole simplifié
des fenétres coulissantes ne diverge pas, quelle que soit la taille des fenétres.

Nous comparons les résultats obtenus par cette méthode avec les résultats obtenus pré-

cédemment pour une taille de fenétres fixée.
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n Préfixe-borné | Non-divergence | Semi-structurellement préfixe borné
(taille de fenétre) || (avec TINA) | (avec Minisat2) | (Kosaraju et Sullivan avec GLPK [1])
40 9 <0.01 0.6
60 37 <0.01 0.6
80 110 <0.01 0.6
100 256 <0.01 0.6
80 000 5.9 0.6
160 000 14 0.6

FIGURE 11.1 — Temps d’exécution en sec. pour le protocole simplifié des fenétres coulissantes.

Comme nous pouvions nous y attendre, le temps nécessaire pour vérifier le caractere
semi-structurellement préfixe borné du protocole ne dépend de la taille des fenétres. De plus,
la vérification du caractere semi-structurellement préfixe borné est beaucoup plus rapide que
la vérification du caractére borné. Elle parvient méme a rivaliser avec la vérification de la
divergence de MSG.

Ces résultats confirment 1'intérét des propriétés semi-structurelles. D’une part 'informa-
tion apportée par ce type de propriété est tres intéressante, voire méme plus intéressante que
les propriétés non structurelles. Pour le protocole des fenétres coulissantes, en particulier,
il est plus intéressant de certifier que le protocole ne diverge pas, quelle que soit la taille
des fenétres, plutot que de certifier que le protocole ne diverge pas pour une certaine taille
de fenétre. Le second intérét des propriétés semi-structurelles est la réduction du temps de

calcul et de la complexité comparée aux propriétés non structurelles.
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CHAPITRE

12

Construire un multi-ensemble de

lassos élémentaires

Dans ce chapitre, nous nous proposons de décrire les cycles pathologiques d’un VASS
sous la forme d’un multi-ensemble de cycles particuliers que nous appelons des lassos élémen-
taires. De maniere approximative, un lasso élémentaire de valuation k est un cycle constitué
de k itérations d’un cycle élémentaire ainsi que d’un chemin élémentaire aller et un chemin
élémentaire retour d’un état initial vers un nceud du cycle.

L’algorithme pour détecter des chemins pathologiques, décrit a la section peut
nous fournir des circulations qui correspondent a des cycles pathologiques. Afin d’aider la
compréhension d’un bug structurel détecté par une circulation, il est utile de représenter
ce contre-exemple sous la forme d’un cycle pathologique. Cependant, la longueur minimale
d’un cycle pathologique peut étre exponentielle dans la taille du VASS comme illustré dans

I’exemple suivant.

Exemple 12.0.1. Considérons le VASS avec un unique état et siz arcs étiquetés par les six

vecteurs 6-dimensionnels suivant :

tt= ( 2, 0, 0 0 0 -1)
ty= ( =1, 2, 0, 0, 0, 0)
ts= ( 0, -1, 2, 0, 0, 0 )
t4= ( 0,0, -2 1, 0, 0)
ts= (0, 0, 0, -2 1, 0 )
ts= (0, 0, 0, 0 -2 1)

1l est facile de voir que tout cycle pathologique de ce VASS S a besoin de tous les arcs en
raison de leurs dépendances. De plus, un cycle pathologique qui contient une occurrence de
tg mécessite la présence de 2 occurrences de ts, 4 occurrences de tg et donc 4 occurrences
de t3, 2 occurrences de to et une occurrence de ty. Ainsi, le cycle pathologique v = t1 + 2 -
to+4-tg+4-t4+2-t5+tg est de longueur minimale. Nous pouvons facilement généraliser
cet exemple constitué de 2 x m arcs avec des cycles pathologiques de longueur minimale
2% (2m—1).

Ainsi, ’énumération des arcs apparaissant le long d’un cycle pathologique est irréaliste
en général. Par conséquent, nous avons besoin d’'une représentation compacte des cycles
pathologiques.

Pour le cas particulier des VASS a un seul état, une circulation peut étre vue comme
un multi-ensemble de cycles avec un état initial, et ainsi comme une représentation simple
et compacte d’un cycle pathologique. Dans ce travail, nous voulons étendre cette propriété
a n’importe quel VASS. Nous introduirons par la suite une classe particuliere de cycles

appelée lassos. Les lassos sont constitués de trois chemins consécutifs de longueur < |Q).
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Partie I11. Propriétés structurelles

Nous montrons comment calculer un cycles pathologiques sous la forme d’un multi-ensemble

de lassos en temps polynomiale. De plus, le nombre de lassos dans le multi-ensemble sera

< p.

Définition 12.0.2. Soit q,q' € Q deux états de S. Soit vo un cycle de S débutant de ¢'.
Soit 1 un chemin de q vers ¢ et vo un chemin de q' vers q. Soit k € IN. Nous supposons
que la longueur de chaque chemin ~y,v1 et v2 est au plus égale au nombre d’états |Q|. Soit
W =m -7(’)“ -9 le cycle démarrant de q et constitué de 1, suivi par k itérations du cycle g,
suivi par 2. Si la longueur de W est d’au moins 1, alors W est appelé un lasso de valuation
k. Un lasso est dit élémentaire si les trois chemins vg,7y1 et yo dont il est constitué sont

élémentaires.

Un lasso est souvent représenté par un multi-ensemble d’arcs W = D + k- C ou D est le
multi-ensemble d’arcs présents dans 7y et s, et C est 'ensemble des arcs apparaissant dans
0. Alors le multi-ensemble est connexe et Eulérien. Notons que si le lasso est élémentaire

alors le cycle 71 - 72 contient au maximum deux fois un méme arc.

Exemple 12.0.3. Continuons 'exemple[10.2.3 avec p = 2. Nous avons observé que le cott
du cycle 7y est cout(vy) = (1,4). Considérons les deux lassos élémentaires Wi = a1 -13°-as-as
de valuation 10 et Wy = ay - as - 1S - a3 de valuation 6. II est facile de voir que 2 - cout(vy) =
cout(Wy) + cout(Ws).

Cet exemple illustre précisément comment des lassos élémentaires peuvent représenter
un cycle a un facteur multiplicatif pres. Le but de ce chapitre est de montrer que I’on peut
construire une telle représentation en général a partir d’un cycle donné sous la forme d’un
multi-ensemble d’arcs H connexe et Eulérien. Les algorithmes développés dans ce chapitre
nous permettent de calculer en temps polynomial & partir du multi-ensemble H un multi-
ensemble % constitué d’au plus p lassos élémentaires distincts démarrant d’'un méme état
tel que cout(.F) = m - cout(H) pour un certain m € IN* (théoréme .

Dans le reste de ce chapitre, nous fixons une circulation non vide H € IN4 avec cout(ﬁ[ ) >
0 sur les états Q g et fixons un état ¢ € Q4. De plus, si C' est un multi-ensemble d’arcs,

nous noterons Q¢ son ensemble d’états et Ac son ensemble d’arcs.

12.1 Trouver un cycle élémentaire adapté dans une circula-

tion

L’ingrédient principal de cette construction de lassos élémentaires a partir d’une circu-
lation H consiste & rechercher dans H un cycle élémentaire C' < H avec une multiplicité
k > 1 dans H tel que le multi-ensemble H — k - C' est connexe et contient 1'état fixé § s'il

n’est pas vide. Pour ce faire, nous utilisons la définition suivante.

Définition 12.1.1. Soit H € N4 un multi-ensemble d’arcs, o € A* un chemin, et gy € Q
un état de S. Un cycle C de multiplicité k > 1 dans H est adéquat pour H, o et qy s’il

satisfait les deux conditions suivantes :
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1. Chaque composante connexe de H — k - C' contient un état de Q, U {qo}.
2. Il existe un arc a € Ac \ A, tel que H(a) = k.

Par la suite, nous appliquerons I'algorithme [I] afin de construire un cycle élémentaire C'
qui est adéquat pour .7, le chemin vide (), et I’état fixé ¢ (propriété[12.1.2)). En conséquence,
nous obtenons que le multi-ensemble .% — k - C' est connexe et contient I’état fixé § s’il n’est

pas vide.

Algorithme 1 CycleElémentaireAdéquat(H, o, go)

Données : H € IN4 est une circulation non vide.
Données : ¢ un chemin élémentaire contenant des arcs de A et tel que o n’est pas un
cycle.
Données : g9 € Qg et gy € Qo si le chemin o n’est pas vide.
si il existe un cycle élémentaire C' < H avec Q¢ N (Qs U {qo}) = () alors
Soit C' un tel cycle élémentaire et k la multiplicité de C' dans H
si chaque composante connexe de H — k - C' contient un état de Q, U {qo} alors
renvoyer C # En particulier si H = k- C.
sinon
Soit H' une composante connexe de H — k- C avec Qg N (Qy U{qo}) = 0.
Soit ¢, un état de Q' N Q¢ et a un arc de Ac avec H(a) = k.
Soit ¢’ un chemin fait de tous les arcs de A¢ \ {a}
renvoyer CycleElémentaireAdéquat(H’, o, g))
fin si
sinon
Soit b € Ag \ Ay
B+ b # Initialement, 8 est un chemin de longueur 1
tant que [ ne contient pas de cycle élémentaire faire
si il existe un arc existe V' € Ay \ A, avec dom(b') = cod(b) alors
Choisir un arc b’ € Ay \ A, avec dom(b') = cod(b)
sinon
Choisir un arc b’ € Ay N A, tel que dom(b') = cod(b)
fin si
b+ bV
Ajouter I'arc b a la fin du chemin 3
fin tant que
renvoyer le cycle élémentaire C' contenu dans
fin si

L’algorithme [1| procéde de la maniére suivante. Supposons que H € IN* soit une circula-
tion non vide et o = ai...a, un chemin élémentaire constitué d’arc de A tel que o n’est pas
un cycle. Soit o € Qg un état de H tel que gy € Q, si o n’est pas vide. Nous considérons le
sous-ensemble A’ C A constitué de tous les arcs de Ay dont les sources et les destinations
n’appartiennent pas & Q, U{qo}. Soit A}, ..., A} les composantes fortement connexes de A’.
Alors il existe un cycle élémentaire C dans H avec Q4 N (Qs U {qo})) = 0 si, et seulement
si, une des composantes A; a deux états ou A’ un arc bouclant. Selon que cette condition

soit vérifiée, nous considérons 'un ou 'autre de ces cas :

1. Si la condition est satisfaite, nous fixons un tel cycle élémentaire C' et considérons sa

multiplicité k¥ > 1 dans H. Si chaque composante connexe de H — k - C contient au
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moins un état de Q,U{qp} alors C est adéquat pour H, o et gy. Supposons maintenant
que H —k-C est non vide et considérons des composantes connexes H' de H —k-C qui
ne contiennent pas d’état de Q» U{qo}. Soit a € A, tel que H(a) = k. Alors H'(a) =0
et donc |H'| < |H|. Par ailleurs, on peut choisir un état g € Qg N Q- et construire
un chemin o’ & partir de tous les arcs de A, \ {a}. Alors ¢’ contient tous les arcs de
A, NApr et gy € Qp des que o’ n’est pas vide. Par ailleurs, o’ n’est pas un cycle.
Nous affirmons que tout cycle élémentaire adéquat pour H', o’ et ¢, est également
adéquat pour H, o et qo. Notons ici que la terminaison de ’algorithme |1] est garantie
par |H'| < |H]|

2. Supposons maintenant qu’il n’existe pas de tel cycle élémentaire. Comme ¢ n’est pas
un cycle et H est une circulation non vide, nous pouvons choisir un arc b € Ay \ A,
arbitrairement et considérer le chemin S = b. Alors le chemin est construit itérative
ment par ’ajout d’arcs de Ay a la fin de 5 jusqu’a ce que § contienne un cycle élémen-
taire. A chaque itération, il y a un candidat potentiel pour compléter 3, car H est une
circulation. Cependant, nous avons besoin que les arcs de Ay \ A, soient prioritaires.
De toute évidence, cette boucle termine aprés un maximum de |Q| itérations. La

propriété [12.1.2] affirme que tout cycle élémentaire dans 5 est adéquat pour H, o et
do-

Proposition 12.1.2. Soit H € N4 une circulation. Soit g9 € Qp un état de H et o un
chemin élémentaire contenant des arcs de A tel que qo € Qo st la longueur de o est > 1.
Nous supposons également que o n’est pas un cycle élémentaire. L’algorithme[1] retourne un

cycle élémentaire C < H qui est adéquat pour H, o et qq.

Démonstration. Notons ici que qg € @, lorsque la longueur de o est positive. D’autre part,
Qs est vide si o est vide. Ce cas spécial est effectivement appliqué dans I’algorithme
Procédons par induction sur le nombre d’arcs dans H. Supposons |H| = 1. Comme H
contient un unique arc, celui-ci forme une boucle et donc un cycle élémentaire C'. Soit k la
multiplicité de C dans H. Le multi-ensemble H — k - C' est vide : il n’y a pas de composante
connexe. Ainsi, C satisfait les deux exigences. Etape d’induction : nous distinguons deux
cas.

Cas 1: Il y a un cycle élémentaire C' < H ne contenant aucun nceud de Q, U {qop}. Soit

k > 1 la multiplicité de C dans H. Nous distinguons deux sous cas :

1. Chaque composante connexe de H — k - C' contient un état de Q, U {qo}. Cela vaut
en particulier si H — k - C est vide. Comme k est la multiplicité de C dans H, il y
a un arc a € A¢ tel que H(a) = k. Comme C ne contient pas d’état de Q, U {qo},
P’arc a n’appartient pas a A,. Par conséquent, le cycle élémentaire C remplit les deux

exigences.

2. Le multi-ensemble H — k - C n’est pas vide et il existe une composante connexe H'

de H — k- C' qui ne contient pas d’état de Q, U {qo} (figure [12.1(a)). Nous avons
|H'| < |H — k- C|, car k est la multiplicité de C dans H. Alors Qg N Q¢ # () sinon il

n’y aurait pas de chemin provenant de I’ensemble des états de () vers I’ensemble des
états Q¢ dans H. Soit ¢, € Qu'NQc. Soit a € Ac tel que H(a) = k. Nous considérons
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le chemin élémentaire o’ constitué de tous les arcs de Ac\{a}. Alors ¢’ contient tous les
arcs de Agp/NAc et q) € Q, si o’ n'est pas vide. De plus, ¢ € Qg et o’ ne sont pas des
cycles élémentaires. Par hypothése d’induction, CycleElémentaire Adequat(H', o', q})

retourne un cycle élémentaire C’ de multiplicité &' > 1 dans H’ tel que :
— Chaque composante connexe de H' — k" - ¢’ contient un état de Q, U {q;}-
— Il existe un arc @’ € Acr \ Ay tel que H'(a') = K.

Ceci est illustré sur la figure Comme ¢’ contient tous les arcs de C' présent
dans H’, nous avons o' ¢ Ac. Par conséquent, H(a') = (H — k- C)(d’) et donc
H'(a) = H(d'). Ainsi, k' est également la multiplicité de C’ dans H. Nous prouvons
que H—E'-C’ est connexe. Comme H—k-C > k’-C’, nous avons H—k'-C' > k-C > C.
Soit ¢" € Qu_i.cr. Nous observons qu’il existe un chemin de ¢” vers un état de C
constitué d’arcs de H—k’-C". Ceci est trivial si ¢ € Q¢. Si¢” ¢ Q¢ alors ¢ appartient

a une des composantes connexes de H — k - C. Nous distinguons deux cas :

— ¢" € Qu \ Q¢r. Alors ¢" € Qur—_jr.cr. Comme chaque composante connexe de
Qp—kr.cv contient un état de Q. U {q)} et QU {qy} € Qc, alors il existe un
chemin allant de ¢” vers C dans H' — k' - C' et donc dans H — k' - C'.

— ¢" € Qu» avec H" une composante connexe de H — k - C différent de H’'. Alors
Qu» N Q¢ # 0 sinon il ne serait pas un chemin allant d’un état de Q g~ vers un
état de Q¢ dans H. Ainsi, il existe un chemin allant de ¢” vers C' dans H” et
donc dans H — k' - C".

Ainsi, H — k' - C' est connexe. Comme gy € H et qo ¢ H', qo est dans H — k' - C".
Comme H’ ne contient pas d’état de Q, U {qo}, C’ ne contient pas d’état de Q, U{qo}
non plus. Rappelons maintenant que H contient I’état gy et donc H — k' - C’ contient
également gp. Comme H’ ne contient pas d’état de Q,U{qo}, nous avons @’ € Acr\ As.
Ainsi, le cycle élémentaire C’ répond aux deux exigences (figure .

=

(c)

FIGURE 12.1 — Illustration pour la preuve de la propriété |12.1.2
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Cas 2 : Tout cycle élémentaire dans H contient au moins un état de Q, U {qo}. Comme
H est Eulérien et o est un chemin élémentaire non fermé, il existe un arc b € Ag \ A,.
L’algorithme [I] construit un cycle élémentaire C' = agay...a,—1 de multiplicité & > 1 dans H
utilisant de préférence les arcs qui n’apparaissent pas dans o. Comme le chemin élémentaire
o n’est pas fermé, le cycle élémentaire C' ne peut pas étre composé seulement des arcs de o.
Ainsi, C' contient au moins un arc de A¢ \ A,. Supposons que a; € A, N Ac. Comme nous
utilisons une priorité sur les arcs, I'arc a; est le seul arc avec dom(a;) = cod(a;—1(mod n)).
Comme H est Eulérien, nous avons H(a@;_j(mod n)) < H(a;). Comme C contient au moins
un arc de A¢ \ Ay, il existe a € Ac \ Ay tel que H(a) = k.

Comme H est Eulérien, H — k - C' est Eulérien. Soit H' une composante connexe de
H—k-C. Comme H—k-C est Eulérien, H' est Eulérien. Ainsi, il existe un cycle élémentaire
dans H' et donc H' contient un état de Q, U {qo}. Ainsi, toutes les composantes connexes
de H — k - C contient un état de Q, U {qo}- O

12.2 Construire un multi-ensemble de lassos élémentaires a

partir d’'un multi-ensemble d’arcs

La construction d’un multi-ensemble .% de lassos élémentaires représentatif d’une circu-
lation H donnée est décrite dans I’algorithme [2| Celui-ci effectue itérativement 1’étape sui-
vante. Premierement, un cycle élémentaire adéquat C = C’ycleElémentaireAdequat(ﬁ ,0,9)
est trouvé en utilisant l'algorithme |1} Soit k la multiplicité de C' dans H. Alors le multi-
ensemble Eulérien H — k - C' est connexe (propriété . De plus, |H — k- C| < |H| et
4 € Qp_.c & condition que H — k- C ne soit pas vide. Si § apparait dans C alors k - C' est
un lasso élémentaire W débutant de §. Supposons que § ¢ Q¢. Soit g un état de C'. Comme
H est connexe, il y a un chemin élémentaire o allant de ¢ vers q et un chemin élémentaire
o9 allant de ¢ vers §. Soit D le multi-ensemble d’arcs correspondant au cycle o10s. Alors le
multi-ensemble d’arcs W = D + k - C représente un lasso élémentaire démarrant de §. De
plus, W < 3- H puisque chaque arc apparait au plus 2 fois dans o109. Nous distinguons

alors trois cas :

1. Si W = H alors le lasso élémentaire W est ajouté a .Z et retiré de H menant ainsi au

multi-ensemble vide.

2. SiwW < JEI, H — W est connexe et 4 € Qg_yy alors le lasso élémentaire W est ajouté a
ZF et retiré de H menant ainsi au nouveau multi-ensemble H' = H — W avec § € Q.

Comme k est la multiplicité de C' dans H, nous avons |H'| < |H]|.

3. Dans le dernier cas, le multi-ensemble .# est multiplié par 3 et le multi-ensemble d’arcs
H est également multiplié par 3, menant a un nouveau multi-ensemble d’arcs H. Nous
considérons le nouveau lasso W/ = D + k' - C avec k' la multiplicité de C' dans H — D.
Alors k < K et W/ < H. Le lasso W' est ajouté a .% et retiré de H menant & un
nouveau multi-ensemble H'. A ce stade, nous affirmons que Ag = A g Ainsi, H !
est connexe, § € Qp et |H'| < |H|
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Algorithme 2 Construction du multi-ensemble de lassos élémentaire

Données : Une circulation non vide H et un état q€Qp

F+— 0 # Initialement, % est un multi-ensemble de lassos élémentaires vide
H«+H # Tnitialement, cout(.F) + cout(H) = cout(H)
tant que H # () faire
C + CycleElémentaireAdéquat(H, 0, §) #O0OnaC<H
Soit k£ la multiplicité de C' dans H # Nous obtenons que H — k - C est connexe
si § € Q¢ alors
D+ # D € N4 est un multi-ensemble d’arcs vide
W <« k-C # Le multi-ensemble W représente un lasso élémentaire tel que W < H
sinon

Soit ¢ un état de Qc¢.
Soit 1 un chemin élémentaire allant de § a ¢ formé par des arcs de Ap.
Soit 9 un chemin élémentaire allant de ¢ a § formé par des arcs de Ap.
Soit D un multi-ensemble d’arcs correspondant au cycle y17v2.  # Alors D <2-H
W+ D+k-C # le multi-ensemble W représente un lasso élémentaire tel que
W<3-H
fin si
si(H=W)ou(H>W et H—W est connexe et § € Qy_w) alors
Ajouter le lasso élémentaire W =D+ k-C a #.

H+~H-W
sinon
Soit &' la multiplicité de C dans 3- H — D # Ici, D + k' - C représente un lasso
élémentaire
W «D+kK-C # Nous avons k' > k et Ag_j.c = As.g_wr
F —3-F
Ajouter le lasso élémentaire W/ = D + k' -C a 7.
H<+ H-W
fin si

fin tant que
renvoyer %

Ainsi, dans tous les cas, nous obtenons que H' est Eulérien et connexe. De plus, § € Qp
a condition que H' ne soit pas vide et donc la prochaine itération de I’algorithme peut étre
menée dans les mémes conditions. Par ailleurs, comme |H'| < |H| Palgorithme [2| termine
aprés au maximum |A| itérations.

Il est clair que la propriété cout(F) + cout(H) = m - cout(H) pour un m € IN* est
I'invariant de boucle de I’algorithme

Proposition 12.2.1. Soit H une circulation non vide et q € Qg un état de H. L’algo-
rithme[d retourne un multi-ensemble non vide F de lassos élémentaires partant de § tel que
cout(F) = m - cout(H) pour un certain m € IN*.

Démonstration. La propriété cout(.F) + cout(H) = m - cout(H) pour m € IN* est I'invariant

de boucle de I'algorithme O

Soulignons que % est constitué d’au plus |A| lassos car un lasso est ajouté a chaque

itérations. Par ailleurs, la valuation de chaque lasso de .% est inférieure & 3141 x max e 4 H(a)
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car on effectue au maximum |A| itération et qu’a chaque itération soit on ajoute un lassos
de H dans .% soit on multiplie .# par 3. Comme H est obtenu a partir de notre variante
de l'algorithme de Kosaraju et Sullivan, la taille de .# est polynomiale dans la taille de S.

Ainsi, la taille de la valuation de chaque lasso dans .% est polynomiale dans la taille de S.

12.3 Une borne supérieure pour le nombre de lassos élémen-

taires distincts

Comme l’algorithme [2| termine en moins de |A| itérations, il nous fournit un multi-
ensemble .# de lassos élémentaires démarrant d’un état fixé arbitraire § avec au plus |A]
lassos distincts. Nous pouvons faire en sorte que le multi-ensemble % contient au plus
p lassos distincts. Ceci repose essentiellement sur un argument analogue au théoreme de
Carathéodory [97, Cor. 7.7i].

Propriété 12.3.1. Soit H une circulation non vide et F = Ao Wo+ ...+ Ap - Wo, un multi-
ensemble fini non vide de lassos élémentaires démarrant de § tel que cout(F) = m - cout(H)
pour un certain m € IN*. Alors il existe un multi-ensemble fini non vide F' de lassos
élémentaires débutent de U'état § tel que cout(F') = m' - cout(H) pour un certain m’ € IN*

et F' est constitué d’au maximum p lassos élémentaires distincts.

Démonstration. Si n+ 1 < p, '"énoncé est trivial. Nous supposerons donc n + 1 > p. Les
n—+1 vecteurs colits cout(W;) sont linéairement dépendants : il existe des nombres rationnels
[0, -, fpn, nON tous nuls tel que -1 pi - cout(W;) = 0. Notons ici que les nombres rationnels
10, -+, b, peuvent étre calculés en temps polynomial en résolvant les n + 1 programmes

linéaires suivants .
(Pk) Z?:O i - COU,t(I/VZ) =0
pr > 1

pour k € [0..n]. On peut supposer que p; € Z pour chaque i € [0..n] et p; > 1 pour
chaque j € [0..n]. Nous avons simplement besoin ici d’obtenir une solution entiére & partir
d’une solution rationnelle. Pour ce faire, nous pouvons utiliser I'algorithme d’Euclide afin

de calculer le plus petit commun multiple m des dénominateurs de tous les p;.

Rappelons que A; > 1 pour chaque ¢ € [0..n]. Soit k tel que

B B

Ao i€l0.n] Ag

Alors pu, > 0, car pj > 1 pour un certain j € [0..n]. De plus, A;.py — Ag.p; > 0 pour chaque
i € [0..n]. Il S'ensuit que nous avons -7 o (Ai.fuk — Ak.pti) - cout(W;) = g, - m - cout(H).
Comme Ag.pp — A\i.pire = 0 nous obtenons que le multi-ensemble de lassos élémentaires
F! = Z#k()\i#k — Ag-phi) - Wi se compose d’au plus n lassos élémentaires et satisfait
cout(F') = g - cout(H). De plus, les lassos de .Z’ sont choisis parmi les lassos de .Z et donc

débutent de I’état g. O
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Théoréme 12.3.2. Soit H une circulation non vide et 4 € Qp- Nous pouvons calculer en
temps polynomial un multi-ensemble ¥ constitué d’au plus p lassos élémentaires distincts

A

démarrant de l’état § tel que cout(F) = m - cout(H) pour un certain m € IN*.

Démonstration. Par la propriété [12.2.1] nous pouvons calculer en temps polynomial un
multi-ensemble fini non vide de lassos élémentaires .% = \g- Wy + ... + A, - W,, démarrant de
g tel que cout(F) =m - cout(ﬁ ) pour un certain m € IN*. Par la propriété on peut
trouver un multi-ensemble fini non vide .%’ de lassos élémentaires débutent de 1’état § tel
que cout(.F') = m' - cout(H) pour un certain m’ € IN* et .#’ est constitué d’au maximum p

lassos élémentaires distincts. O

Ainsi, nous sommes en mesure de décrire les cycles pathologiques pour la terminaison
structurelle ou le caractere structurellement borné sous la forme d’un ensemble de lassos

élémentaires en temps polynomial.
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CHAPITRE

13

Recherche d’un contre-exemple mi-

nimal

La recherche de contre-exemples d’une propriété les plus courts possible est un probléme
classique qui permet de faciliter la phase de débogage. Ces contre-exemples sont plus faciles
a comprendre, car ils se concentrent sur les causes réelles du bug [30} [69].

Nous souhaitons pouvoir trouver en temps polynomial un contre-exemple « minimal »
pour les propriétés structurelles que nous étudions. Pour cela, deux approches apparaissent
naturellement. La premiére vise a minimiser la longueur du contre-exemple. Du fait, ’algo-
rithme de Kosaraju et Sullivan produit de facto une circulation avec un support maximal,
une seconde approche intéressante consiste & minimiser le rapport de la circulation ou encore
la taille du support. Une autre approche serait de minimiser le nombre de dimensions qui

interagissent dans un cycle. Malheureusement, ces problémes sont NP-difficiles.

Propriété 13.0.1. Déterminer s’il existe dans un VASS donné un cycle pathologique de

longueur inférieure a n est un probleme NP-complet.

Démonstration. Montrons que ce probleme est dans NP. Nous pouvons utiliser comme cer-
tificat un cycle pathologique de longueur inférieure a n sous la forme de multi-ensemble
d’arcs. En appliquant ’algorithme de Kosaraju et Sullivan, nous pouvons vérifier en temps
polynomial que ce cycle est pathologique.

Nous effectuons une réduction de 3-SAT. Soit ¢ une formule 3-SAT avec de ¢ clauses
Co, ...,Ce—1 et v variables booléennes By, ..., B,_1. Nous considérons le VASS S, = (Q, A)
contenant c+v états qg...qe1y—1 €t 3Xc+2xv arcs étiquetés par des vecteurs de dimension p =
2 xv. Chaque dimension d’un vecteur représente un littéral. Pour chaque clause C; et chaque
littéral L dans C;, nous mettons un arc clause allant de ¢; vers g;+1 étiqueté par un vecteur
dont les coefficients sont —1 dans la dimension L et 0 dans les autres dimensions. Pour chaque
variable Bj, nous mettons deux arcs littéraux allant de qet; Vers geqji1(mod ctv)- L€ premier
arc est étiqueté par un vecteur avec un coefficient 4c dans la dimension correspondant au
littéral positif B; et 0 dans les autres dimensions. Le second arc est étiqueté par un vecteur
avec un coefficient 4¢ dans la dimension correspondant au littéral négatif —B; et 0 dans
les autres dimensions. Remarquons que les deux derniers arcs clauses relient 1’état geyp—1 a
Iétat qo.

Cette construction est illustrée par la figure Par souci de lisibilité les arcs étiquetés
par —a correspondent au vecteur ayant —1 dans la dimension correspondant au littéral a et
0 dans les autres dimensions; les arcs étiquetés par 4c - a correspondent au vecteur avec le
coefficient 4c¢ dans la dimension correspondant au littéral a et 0 dans les autres dimensions.

Remarquons que le VASS Sy n’est pas structurellement borné ni structurellement ter-
minant : le colit d’un cycle de longueur 2 x (¢ + v) passant une fois par chaque arc littéral

est strictement positif. De plus, la longueur de chaque cycle est d’au moins ¢ + n. On peut
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vérifier que la formule ¢ est satisfiable si, et seulement si, le VASS Sy admet un cycle v de
longueur ¢ + v avec cout(y) > 0 (respectivement cout(y) > 0).

Supposons d’abord qu’il existe un cycle v de longueur c+v et avec cout(y) > 0 (respecti-
vement cout(y) > 0). Alors v est un cycle élémentaire qui contient exactement un arc littéral
de chaque variable et exactement un arc clause de chaque clause. Comme cout(y) > 0, les
arcs littéraux de v correspondent a une affectation satisfaisant ¢. Inversement, une affec-
tation satisfaisant ¢ détermine un arc littéral pour chaque variable et un arc clause pour
chaque clause. Le cycle élémentaire résultant ~ satisfait cout(y) > 0 et est de longueur
c+wv. O

4ec - 2

S e

de - Z

FIGURE 13.1 — Exemple de la réduction pour (x VyV 2) A (-zV -y Vz)A(-xVyV-z).

Corollaire 13.0.2. Trouver dans un VASS donné un cycle pathologique de longueur mini-

male est un probleme NP-difficile.

Corollaire 13.0.3. Trouver dans un VASS donné un cycle pathologique avec un nombre

minimal d’arcs distincts est un probléme NP-difficile.

Démonstration. Nous effectuons la méme réduction de 3-SAT que pour la propriété

Supposons d’abord qu’il existe un cycle v avec ¢ + v arcs distincts et cout(y) > 0 (res-
pectivement cout(y) > 0). Alors v est un cycle élémentaire qui contient exactement un arc
littéral de chaque variable et exactement un arc clause de chaque clause. Comme cout(y) > 0,
les arcs littéraux de v correspondent a une affectation satisfaisant ¢. Inversement, une af-
fectation satisfaisant ¢ détermine un arc littéral pour chaque variable et un arc clause pour
chaque clause. Le cycle élémentaire résultant v satisfait cout(y) > 0 et utilise ¢ + v arcs
distincts. O

Une dimension i € [1..p] est dite impliquée dans un arc a si cost(a)[i] # 0. L’ensemble
des dimensions en interaction dans un cycle rassemble toutes les dimensions impliquées dans
ses arcs. Une autre approche consiste a minimiser le nombre de dimensions qui interagissent

dans un cycle. Encore une fois, ce probleme est NP-difficile.

Propriété 13.0.4. Trouver dans un VASS donné un cycle pathologique avec au plus k

dimensions en interaction est NP-complet.
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Démonstration. Montrons que ce probleme est dans NP. Nous pouvons utiliser comme cer-
tificat un ensemble d’arcs interagissant avec k dimensions. En considérant seulement les
arcs présents dans ce support et en appliquant I'algorithme de Kosaraju et Sullivan, nous
pouvons vérifier en temps polynomial qu’il existe un cycle pathologique construit sur ce
support.

Pour montrer la NP-difficulté, nous présentons une réduction de 3-SAT. Soit ¢ une
formule 3-SAT de ¢ clauses et v variables. Nous construisons un VASS S, contenant ¢ + v
états notés Cp...Ceqpy—1. Les arcs du VASS sont étiquetés par des vecteurs de dimension 2 X v.
Chaque place est identifiée par une variable ou la négation d’une variable. Plus précisément,
la place 2 x i représente la variable v; et la place 2 x i 4+ 1 représente sa négation.

Les ¢ premiers états Cy...C._1 représentent les ¢ clauses de ¢. Chacun de ces états est
relié au suivant par trois arcs. Plus précisément, pour chaque clause C; avec 0 < i < ¢ — 1,
trois arcs vont de I’état C; a I’état C;1. Chacun de ces arcs représente un littéral de la clause
C; et porte un vecteur dont les coefficients sont 1 pour la dimension du littéral correspondant
et 0 pour les autres places.

Ensuite, pour chaque i avec 0 < ¢ < v—1, nous relions 'état Cey; a 'état Coyii1(mod c+v)
avec deux arcs. Le premier arc est étiqueté par un vecteur dont les coefficients sont égaux a 1
dans la place 2 x i et 0 dans les autres places. Le second arc est étiqueté par un vecteur dont
les coefficients sont égaux a 1 dans la place 2 x i+ 1 et 0 dans les autres places. Remarquons
que les deux derniers arcs clauses relient ’état q.4,—1 a 'état gg. De plus, tous les coefficients
sont positifs.

Cette construction est illustrée par la figure Par souci de lisibilité nous étiquetons
les arcs par le littéral dans lequel la place contient un 1.

On peut vérifier que la formule booléenne ¢ est satisfiable si, et seulement si, le VASS
84 admet un cycle pathologique impliquant au plus v dimensions. Notons tout d’abord que

tout cycle implique au moins v dimensions.

— Nous supposons d’abord qu’il existe un cycle pathologique ~ impliquant v places. Nous
prouvons que ¢ est satisfiable. Notons que v a besoin de parcourir tous les états de Sy
et en particulier les états C....C.yy—1. Au moins v places sont impliquées par les arcs
de ~ entre ces états. Comme seulement v places sont impliquées dans =, il existe un
chemin entre Cy et C._; impliquant seulement des dimensions correspondant a une

assignation. Ainsi, ¢ est satisfiable.

— Nous supposons maintenant que ¢ soit satisfiable. Nous considérons une affectation
qui satisfait ¢. Pour chaque variable v;, cette assignation nous permet de choisir un arc
allant de I'état Cey; vers I'état Coyiy1(mod etv)- Comme chaque clause est satisfaite,
nous pouvons également choisir un arc entre chaque état C; et Cj11. Comme tous les
coefficients sont positifs, ce cycle est pathologique (pour la terminaison structurelle et

le caractere structurellement borné).

O]

Une derniere approche vise & minimiser la valeur maximale de chaque dimension dans

le bilan d’un cycle pathologique. Malheureusement, ce probléme est également difficile.
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FIGURE 13.2 — Exemple de la réduction pour (xVyV 2) A (—zV -y Vz)A(-xVyV-z).

Propriété 13.0.5. Trouvez dans un VASS donné un cycle pathologique sous la forme d’un

multi-ensemble connexe et Eulérien W minimisant Y. Wla](i) pour chaque place i est NP-
A

ac
difficile.

Démonstration. Nous effectuons une réduction du probléme 3-SAT vers ce probleme. La
réduction est trés proche de la réduction précédente, la disposition des états et des arcs
reste la méme, seules les étiquettes sur arcs changent et une dimension w supplémentaire est
ajoutée. Pour tous 7 tel que 0 < i < ¢, les coefficients des vecteurs reliant I’état C; a I’état
Ci+1 sont —1 dans la dimension du littéral qu’il représente, et 0 dans les autres dimensions.
Pour tous ¢ tel que 0 < i < v, les coefficients des vecteurs reliant 'état C.y; a 'état Crqjtq
sont ¢ dans la dimension 2 x ¢ et 0 dans les autres dimensions pour le premier arc, et ¢ dans
la dimension 2 x i+ 1 et 0 dans les autres dimensions pour le second arc. Pour terminer, les
coeflicients du vecteur reliant I’état C.,, a 1’état Cy contient ¢ dans la nouvelle dimension w
et 0 dans les autres dimensions. Cette construction est illustrée par la figure [I3.3] Par souci
de lisibilité, les arcs étiquetés par ¢ - a correspondent au vecteur ayant ¢ dans la dimension
correspondant au littéral a et 0 dans les autres dimensions.

Montrons que la formule F' est satisfiable si et seulement si le VASS S contient un cycle
pathologique W tel que Vi, W[i] < k avec k = c.

Supposons qu’il existe un cycle pathologique W tel que Wi] < ¢ pour chaque place ¢
et montrons alors que la formule F' est satisfiable. Ce cycle W est élémentaire, car si le
dernier arc reliant 1’état C.q, a 'état Cy est sélectionné deux fois, alors la valeur sur la
dimension w du bilan de ce cycle dépasserait ¢. Comme W est un cycle élémentaire, le
parcourt des états allant de C. a C.1, fait que pour chaque variable nous ajoutons +c soit
dans la dimension du littéral positif soit dans la dimension du littéral négatif. Comme W
est également pathologique, il existe un chemin entre Cy et C.—; impliquant seulement les
dimensions dont nous avons ajouté +c¢ qui correspondent & une assignation. Ainsi, F est
satisfiable.

Inversement, supposons qu’il existe une assignation valide pour la formule F', montrons
qu’il existe un cycle pathologique W tel que Wi] < ¢ pour chaque place i. Considérons
un cycle élémentaire W passant seulement par des arcs impliquant les littéraux assigné
a vrai dans F' ou impliquant la dimension w. Comme la formule est satisfiable, un tel
cycle existe. Remarquons que ce cycle est pathologique, car nous ne pouvons pas impliquer

plus de ¢ fois une méme dimension entre Cy et C._; or nous ajoutons +c dans chaque
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dimension correspondant a ’assignation satisfaisant F'. De plus, avec un cycle élémentaire,
nous ne pouvons pas dépasser la valeur ¢ sur I'une des dimensions. Ainsi, il existe un cycle
pathologique W tel que Vi, W[i] < k. O

FIGURE 13.3 — Exemple de la réduction pour (x VyV z) A (—zV -y V z)A(-xVyV -z).

Bien que les minimisations « naturelles » vues ci-dessus sont toutes NP-difficiles, nous
souhaitons dans ce chapitre minimiser la tailles des lassos des contre-exemples en temps
polynomial. Pour ce faire, nous fixons un état de départ ¢ et un nombre naturel | et nous
nous concentrons sur les lassos partant de § tels que chaque composante du lasso a une

longueur d’au plus [.

13.1 Une borne supérieure pour la valuation des lassos

Nous commengons par établir cette borne pour le probleme de la terminaison structurelle.

Puis, nous étendrons ce résultat pour le probleme du caractere structurellement borné.

13.1.1 Terminaison structurelle

Nous observons pour commencer que nous pouvons restreindre la recherche a des lassos
avec une valuation au plus égal & 2% ot ® est polynomial dans la taille de S. L’exemple|13.1.1

illustre cette propriété dans le cas particulier de vecteurs de dimension 1.

Exemple 13.1.1. Considérons le cas ou p = 1. Supposons qu’il existe un cycle v contenant
létat G tel que cout(vy) > 0. Nous distinguons deuz cas. S’il existe un lasso W = D + k- C
démarrant de § tel que cout(C) > 0, alors cout(D + k' - C) > 0 pour un k' € N. De plus,
nous pouvons exiger que k' < 2 X Upmar X Q avec Upmaz la valeur absolue maximale des entiers
présents dans les vecteurs portés par les arcs de S. Comme le cott de D est inférieur a
2 X Umaz X @, s’il n’existe pas de tel lasso, alors les cycles élémentaires dans v ont un
cotit < 0 : nous pouvons donc extraire de v un cycle élémentaire v démarrant de 4 tel que

cout(y') > 0. Ce cycle élémentaire est un lasso de valuation 1.

Soit & = (@, A) un VASS de taille size(S), § € @ un état fixé de S et | € IN. Nous
voulons savoir §’il existe un multi-ensemble % constitué de lassos « qui débutent de » §
avec une longueur d’au plus [ tel que cout(.#) > 0. Nous introduisons d’abord une borne

supérieure pour la valuation des lassos que nous avons besoin de considérer.

Page | 127



Partie I11. Propriétés structurelles

Lemme 13.1.2. Soit % un multi-ensemble non vide de lassos démarrant de § avec une
longueur d’au plus | tel que cout(F) > 0. Soit ® = 96 x p* x size(S). Alors il existe un
multi-ensemble fini non vide F' de lassos démarrant de § avec une longueur d’au plus | et

une valuation d’au plus 2% tel que cout(F') > 0.

Démonstration. Par le théoreme [12.3.2] il existe un nombre naturel positif n < p et n lassos
W1, ..., Wy, tel que le systéme (Sysl) de p + n inégalités

—

Yoieq ki-cout(W;) > 0
k; > 0 pour chaque i € [1..n]

a une solution entiére. Nous posons W; = Do; + k] - Ca;11 avec k! la valuation du lasso W;.

Nous considérons maintenant le nouveau systéme (Sys2) de p 4 2n inégalités

—

Z?:l in . CO'LLt(DQi) + k‘2¢+1 . Cout(021'+1) Z 0
k2; > 0 pour chaque i € [1..n]
>

k2it1 0 pour chaque i € [1..n]

Comme (Sysl) a une solution entiere (Sys2) a également une solution entiere. Toute solution
entiere de (Sys2) correspond & un multi-ensemble # de lassos démarrant de § tel que
cout(F) > 0 et pour chaque i, le lasso Dy; + koiy1 - C apparalt une fois et le lasso Dy;
avec une valuation 0 apparait ko;4+1 — 1 fois si ko;41 > 1. Rappelons que la résolution
d’un systeéme d’inégalité diophantienne est NP-complet. Il existe donc des solutions entiéres
utilisant qu’un espace polynomial. La matrice de (Sys2) a p+ 2 x n lignes et 2 x n colonnes.
La valeur absolue de chaque composante de la matrice est inférieure a 2 X |Q| X Upqq avec
Umaz la valeur absolue maximale des entiers présents dans les vecteurs portés par les arcs

de S. On peut évidement supposer que |A| > 1, |@Q] > 1 et p > 1. Alors,

size(S) |A] x (2 x logy(IQ] + 1)1 +p % (1 + [logy(1 + vimaz)]))
2 x [logy(|Q| + 1)1 + [logy(1 + vpmaz)] + 1

2 x logy(|Q| + 1) + logs(1 + vinas) + 1

logy(2 % |Q] + 1) + logy (1 + Vimaz) + 1

logy((2 % |Q| +1) X (1 4+ vmaz)) +1

logs(2 X |Q] X Vmaz +1) + 1

[logy(2 X |Q| X Vmaz + 1)]

IV IV IV IV IV IV

La taille de chaque ligne est de 2 x n x [logy(2 X |Q| X Umaz +1)] < 2 X p x size(S). Par
[97, Cor.17.1b], il existe des solutions entiéres au systéme (Sys2) dont la taille est inférieure
4 6 x (2 x p)? x ¢, ou la complexité des faces ¢ est plus petite que 2 x p x size(S). 1l existe
donc une solution au systéme (Sys2) dont la taille est inférieure a 96 x p* x size(S) = ®. Par
conséquent, il existe une solution entiére au systéme (Sys2) ou chaque variable k; satisfait
k; <2%. O

Notons ici que le nombre N de lassos débutant de ¢ avec une longueur d’au plus [ et une

valuation d’au plus 2% est exponentielle dans la taille de S. Soit W7, ..., Wy une énumération
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de ces lassos. Alors le programme linéaire Y0=2 z[i] - cout(W;) > 0 avec z € QV et >0 a
une solution si, et seulement si, il existe un multi-ensemble non vide .% de lassos démarrant
de ¢ avec une longueur d’au plus I (et une valuation d’au plus 2%) tel que cout(.#) > 0.
Ceci est similaire a la technique utilisée dans [100, Th. 2] pour le cas particulier des réseaux
de Petri (c’est-a-dire un VASS avec un seul état) ou le probléme est de calculer un multi-
ensemble d’arcs pour lequel le coiit est positif (théoreme [10.2.1)).

Nous considérons en fait le probléme dual. Nous définissons le programme linéaire PLs 4,

pour le vecteur w € QP de p inconnues, avec les contraintes :
e w[i] > 0, pour chaque i € [1..p];

° —cout(W)Tw > 0, pour chaque lasso W démarrant de ¢ avec une longueur d’au plus

I et une valuation d’au plus 2%.

Le nombre de contraintes vaut m = N + p. Par le théoréme de Gordan [97, p. 95] (voir
aussi [34, Th. 2.13]), le programme linéaire PLs ;; n’a pas de solution si, et seulement si, il
existe une combinaison linéaire & coefficients positifs non tous nuls, dans la liste des lignes

du systeme, qui est plus grand ou égal a 0. Ceci nous conduit a 1’énoncé suivant.

Corollaire 13.1.3. Le programme linéaire PLs 4;, n'a pas de solution si, et seulement s,
il existe un multi-ensemble non vide F de lassos démarrant de ¢ avec une longueur d’au
plus 1 tel que cout(F) > 0.

Démonstration. Supposons que PLg4; a une solution rationnelle w’ € QP. Alors, pour
chaque lasso W démarrant de ¢ avec une longueur d’au plus [/ et avec une valuation d’au plus
2% nous avons cout(W)Tw’ < 0. Soit .# un multi-ensemble non vide de lassos démarrant
de ¢ avec une longueur d’au plus I. Supposons que cout(.#) > 0. Par le lemme il
existe un multi-ensemble non vide .#’ de lassos démarrant de ¢ avec une longueur d’au

Tw' < 0. Comme

plus [ et une valuation d’au plus 2% tel que cout(.#') > 0. Alors cout(.#')
w'[i] > 0 pour chaque 7, au moins un coefficient du vecteur cout(.#’) est strictement négatif.
Contradiction.

Supposons maintenant que le systéme PLg4; : Aw > 0 n’a pas de solution rationnelle.
Par le théoréme de Gordan, il existe une combinaison linéaire positive non nulle d’inégalités
de PLg 4, égale au vecteur nul : y"A=0avecy € Q" et y > 0. On peut supposer que cette
combinaison linéaire est entiére, c’est-a-dire y € IN™. Par conséquent, il existe des lassos
Wi, ..., Wi, démarrant de § avec une longueur maximale [, une valuation maximale 2% et des

poids A1, ..., A\ € IN* tel que Z;ilf A - cout(W;) > 0 avec k > 1. O

13.1.2 Caractére structurellement borné

Nous allons adapter le résultat précédant au probleme du caractere structurellement
borné. En effet, nous cherchons maintenant & savoir s’il existe un multi-ensemble % de

lassos débutant de § avec une longueur d’au plus [ tel que cout(.%) > 0.

Lemme 13.1.4. Soit F un multi-ensemble non vide de lassos démarrant de § avec une

longueur d’au plus | tel que cout(F) > 0. Soit & = 96 x p* x size(S). Alors il existe un
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multi-ensemble fini non vide .F' de lassos démarrant de § avec une longueur d’au plus | et

une valuation d’au plus 2% tel que cout(F') > 0.

Démonstration. La preuve est la méme que pour le lemme|[13.1.2]en changeant les inégalités.
O

Nous définissons le programme linéaire PL/ A our le vecteur w € QP de inconnues
S,4,l )
bh )

avec les contraintes :
e w(i] > 0, pour chaque i € [1..p];
° —cout(W)Tw > 0, pour chaque lasso W démarrant de § avec une longueur d’au plus

[ et une valuation d’au plus 2°.

Corollaire 13.1.5. Le programme linéaire PL:,;@Z, n’a pas de solution si, et seulement si,
il existe un multi-ensemble non vide F de lassos démarrant de ¢ avec une longueur d’au
plus | tel que cout(F) > 0.

Démonstration. Supposons que PLfs,q,l a une solution rationnelle w’ € QF. Pour chaque
lasso W démarrant de § avec une longueur d’au plus [ et avec une valuation d’au plus 2%,

T

nous avons cout(W) w' < 0. Soit .# un multi-ensemble non vide de lassos démarrant de §

avec une longueur d’au plus I. Supposons que cout(.#) > 0. Par le lemme il existe
un multi-ensemble non vide .%’ de lassos démarrant de ¢ avec une longueur d’au plus [ et
une valuation d’au plus 2% tel que cout(.#’) > 0. Comme w'[i] > 0 pour chaque i, alors
cout(F')Tw' > 0. Ceci contredit le fait que cout(W) w’ < 0 pour chaque W de %',
Supposons maintenant que le systéme PL:S’ al Aw > 0 n’a pas de solution rationnelle.
Par le Lemme de Farkas [40], il existe une combinaison linéaire positive d’inégalités dans
PLZS,q,l avec un colit > 0 clest-a-dire y' A > 0 et y > 0 pour y € Q™. Nous pouvons
supposer que cette combinaison linéaire est entiere, c’est-a-dire y € IN". Il y a donc des
lassos W1, ..., W}, débutants de § avec une longueur maximale I, une valuation maximale 2%
et des poids Ay, ..., A € IN* tel que Y528 Ay - cout(W;) > 0 avec k > 1. O]

Nous continuons a étudier par la suite seulement le probléme de la terminaison structu-

relle. En effet, les arguments pour le caractere structurellement borné sont identiques.

13.2 Calculer un multi-ensemble pathologique de lassos de

valuation maximale |

Le programme linéaire PLgs 4, contient un nombre exponentiel d’inégalités. Cependant,
d’apres le résultat fondamental de Grotschel, Lovasz et Schrijver [97, Th. 14.1], il suffit de
concevoir un algorithme de séparation polynomial pour résoudre ce probleme de program-
mation linéaire en temps polynomial. Etant donné un vecteur w > 0, I'oracle de séparation
doit décider si w est une solution de PLg 4, et fournir une contrainte violée si w n’est pas
une solution. D’une certaine fagon, l'algorithme de séparation doit trouver un lasso W de
longueur maximale [ et de valuation maximale 2* pour lequel cout(W)Tw > 0 a chaque
fois que w n’est pas une solution de PLs 4;. Comme expliqué dans la section ci-dessous,

I’algorithme [3] est un tel oracle. Cela a pour conséquence ce résultat :
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Chapitre 13. Recherche d'un contre-exemple minimal

Algorithme 3 (Algorithme de séparation pour la terminaison structurelle)

Données : S = (Q,A) un VASS, w € QP, § € Q.
Résultat : retourne vrai si w est une solution de PLg 4; et une inégalité violée sinon.
si w ¥ 0 alors
renvoyer un i € [1..p] tel que w[i] < 0.
fin si
pour ¢, ¢ € Q faire
Calculer blmw, o (w) € Q et un chemin o, , € A*r en temps polynomial
fin pour
pour ¢q € () faire
si (*) blmwg 4(w) + 2% x blmw, 4(w) + blmw, 4(w) > 0 alors
renvoyer le vecteur ligne cout(oy,) + 2% x cout(oyq) + cout(oy4)
fin si
fin pour
renvoyer vrai

Théoréme 13.2.1. Soit S = (Q, A) un VASS, ¢ € Q un état de S et | un nombre naturel.
Nous pouvons vérifier en temps polynomial s’ il existe un multi-ensemble non vide F de

lassos démarrant de § avec une longueur mazimale [ telle que cout(.F) > 0.

Sans surprise, I’algorithme de Grotschel, Lovéasz et Schrijver pour prouver [97, Th. 14.1]
peut nous fournir un certificat attestant que PLs 4; n’a pas de solution sous la forme d’un
nombre polynomial de contraintes de PLg;4; n’ayant pas de solution. Par le théoréme de
Gordan, nous pouvons tirer de ce certificat un multi-ensemble .% de lassos avec cout(.#) > 0.
Par conséquent, nous pouvons trouver en temps polynomial un multi-ensemble de lassos avec
une taille minimale qui décrit un cycle pathologique pour le probleme de la terminaison

structurelle. De plus, nous pouvons garantir que ce multi-ensemble contient au plus p lassos

distincts (en appliquent le théoreme |12.3.2)).

13.3 Séparation des solutions

Soit w € QP. Nous montrons ici comment décider si w est une solution du programme
linéaire PLg 4, et comment calculer une inégalité violée sinon.

Si un composant w[i] de w est négatif, alors la contrainte wi] > 0 n’est pas satisfaite.
On peut donc supposer que w > 0. Nous désignons par S Jw = (Q, A/w) le graphe dirigé
obtenu a partir du VASS S en remplagant ’étiquette cout(a) € ZP de chaque arc a €
A par cout(a)Tw. Pour chaque paire d’états ¢,¢' € @, nous calculons le poids maximal
blmw, ,(w) € Q des chemins allant de ¢ vers ¢’ dans S/w avec une longueur d’au plus
l. Nous calculons également le chemin o,, € A* allant de ¢ vers ¢’ avec une longueur
d’au plus [ et tel que cout(aqu/)Tw = blmw, »(w). Ceci peut étre fait, par exemple, par
multiplications de matrice dans I’algebre (max, +). Notons que blmw, ,(w) > 0 pour chaque
q € Q. Soit ¢ € Q un état de S. Si blmw, ,(w) + 2% x blmw, 4(w) + blmw, 4(w) > 0, alors le
lasso W construit a partir du chemin o4 4, suivi par 2% jtérations du cycle Yq,q €t terminant
par le chemin o, 4 satisfait cout(W) w > 0 et nous fournit une contrainte violée. Cela nous

amene a l'algorithme
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Partie I11. Propriétés structurelles

Proposition 13.3.1. L’algom'thme@ décide si w est une solution de PLs 4, et fourni une

contrainte violée sinon.

Démonstration. Si l'algorithme retourne une contrainte de PLg 4, alors cette contrainte
n’est pas satisfaite par w. Supposons maintenant que l’algorithme retourne vrai. Alors
w > 0. Soit W = D + k- C un lasso démarrant de § avec une longueur d’au plus [ et une

valuation k < 2% constituée de trois chemins o1, 09 et og. Alors
cout(W') = cout(o1) + k - cout(og) + cout(o2)

cout(W) w < blmwg 4 (w) + k x blmw, 4(w) + blmw, 4(w)
cout(W) "w < blmwg ,(w) + 2% x blmw, 4 (w) + blmw, 4(w)

car blmwg ,(w) > 0. Par conséquent, cout(W) w < 0 et w est une solution de LPsg;. O
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. Conclusions et perspectives

La premiere partie de cette theése est consacrée aux MSG. Nous avons étudié pour ce

modele les propriétés de divergence et de coopération globale. Afin de vérifier ces propriétés
efficacement, nous les avons formalisées sous la forme de formules booléennes. Cela nous
permet de tirer avantage de tous les travaux effectués sur les SAT-solveurs. Nous avons pu
mesurer 'efficacité de notre approche par rapport aux outils existants sur plusieurs exemples
et observer que notre approche est beaucoup plus rapide.
Nous avons également étudié la vérification des propriétés d’accessibilité. Par opposition
a la divergence et la coopération globale, qui reposent sur ’analyse de tous les cycles élé-
mentaires, vérifier les propriétés d’accessibilité nécessite de considérer tous les chemins jus-
qu’a une certaine longueur que nous avons déterminée. Ces problémes sont NP-complets et
peuvent également étre résolus en utilisant des SAT-solveurs.

Dans la seconde partie, nous avons introduit les PNS comme une généralisation des
MSG. Ce modele peut aussi étre considéré comme une généralisation des réseaux de Petri.
Plus précisément, nous avons appliqué aux PNS une sémantique d’ordre partiel qui étend la
sémantique de processus des réseaux de Petri. Ce modele est non seulement plus expressif
que les MSG, mais il permet également des spécifications plus concises grace a l’ajout de
variables.

Nous nous sommes intéressés a trois problémes de vérification classiques sur ’ensemble des
marquages accessibles par les préfixes des processus : le caractere borné, la couverture et
l'accessibilité. Nous avons montré comment réduire ces problémes au cas particulier des
réseaux de Petri. Ainsi, tous les résultats de complexité et de décidabilité s’étendent des
réseaux de Petri aux PNS sous la sémantique des processus.

Nous avons également étudié le probléme consistant de vérifier si tous les processus d’un ré-
seau de Petri avec états S satisfont une formule ¥ exprimée en logique monadique du second
ordre (MSO). Nous avons présenté une technique permettant d’établir que ce probléme est
décidable. Ce résultat généralise I’étude du model-checking de formules MSO sur les MSG.

La notion de non-divergence pour un MSG coincide avec le caractere borné par préfixe
pour les PNS. Cependant, ’expressivité des PNS est plus grande que celle des MSG. En
particulier, vérifier la non-divergence d'un MSG est coNP-complet alors que le caractére
borné par préfixe d’'un PNS requiert un espace exponentiel. Pour contourner ce probleme,
nous proposons dans la troisieme partie de la thése d’aborder les propriétés de maniere
structurelle, c’est-a-dire de vérifier si, quel que soit le marquage initial, la propriété reste
satisfaite. Nous montrons que la complexité des propriétés structurelles pour les PNS est
polynomiale.

Nous avons également introduit la notion de propriété semi-structurelle afin de considérer
des PNS paramétrés. Cela consiste a fixer le marquage initial d’un sous-ensemble approprié
de places, puis a vérifier les propriétés structurelles sur les places restantes. Nous pouvons

ainsi vérifier une propriété sans fixer la valeur initiale de certaines variables.
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Lorsqu’une propriété structurelle ou semi-structurelle n’est pas vérifiée, il est alors in-
téressant d’en connaitre la raison. Une maniere classique est de fournir un contre-exemple
a cette propriété structurelle. Comme la longueur minimale d’une séquence de regles ne
respectant pas une propriété structurelle peut étre de longueur exponentielle, nous avons
cherché une représentation simple et compacte des contre-exemples. Nous avons alors in-
troduit les lassos. Nous avons montré comment passer d’'un contre-exemple sous la forme
d’un multi-ensemble d’arcs & un contre-exemple sous la forme d’un multi-ensemble de d
lassos élémentaires (d étant le nombre type de places du PNS considéré). Enfin, nous avons
montré que la recherche d’un contre-exemple sous la forme d’un multi-ensemble de lassos

de longueur minimale est aussi polynomiale.

Cette these ouvre sur plusieurs perspectives.

Perspective 1. Lorsqu’une propriété structurelle ou semi-structurelle n’est pas satisfaite,
il peut étre intéressant en pratique de disposer d’un contre-exemple de longueur minimale
ou utilisant un nombre minimal de dimensions. Nous avons montré que ces problémes sont
NP-difficiles. En suivant ’approche de la premiére partie, il serait intéressant en pratique de
chercher & effectuer une réduction vers SAT ou bien des solveurs de programmation linéaire

en nombres entiers afin de résoudre efficacement ces problémes.

Perspective 2. La notion de non-divergence pour un MSG coincide avec le caractere
borné par préfixe pour les PNS. Cependant, 'expressivité des PNS est plus grande que celle
des MSG. En particulier, vérifier la non-divergence d’'un MSG est coNP-complet alors que
le caractére borné par préfixe d’'un PNS requiert un espace exponentiel. Il est stirement
possible de contourner ce probleme pour la classe des MSG étendus. L’idée est de déplier le
MSG étendu considéré afin d’effacer toute trace de variable, puis d’appliquer les réductions

vers SAT développées dans la premiere partie.

Perspective 3. Nous avons développé un prototype permettant de spécifier des PNS puis
de vérifier certaines propriétés. Ce prototype pourrait étre amélioré afin de donner lieu a
un outil complet. La prise en charge des MSG étendus ainsi que la recherche d’un contre

exemple minimal sont des pistes d’amélioration possible.

Perspective 4. Nous avons présenté une réduction vers SAT afin de vérifier I’accessibilité
et la couverture des préfixes pour un MSG non divergent. Nous n’avons cependant pas
implémenté ces formules. Il serait donc utile de les implémenter et de comparer 'efficacité

de cette approche par rapport a des outils tels que SPIN.

Perspective 5. Nous avons observé qu’il est indécidable de déterminer si les processus
d’un PNS sont inclus dans les processus d’un autre PNS, méme lorsqu’il s’agit de MSG. Le
probléme est cependant décidable pour les MSG globalement coopératifs. Il serait intéressant
de définir une notion de PNS globalement coopératifs pour lesquels le probleme de I'inclusion

serait décidable.
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Résumé

Les MSG (pour « Message Sequence Graphs ») sont un formalisme bien connu et souvent
utilisé pour décrire des ensembles de scénarios de maniere visuelle dans le domaine des
protocoles de communication. Nous nous intéressons dans la premiere partie de la these a la
détection de la divergence, la vérification de la coopération globale ainsi que la vérification
de propriétés d’accessibilité et de couverture. Notre premiere contribution consiste a utiliser
des solveurs SAT afin de résoudre ces problemes efficacement.

Afin de munir le formalisme des MSG de compteurs, de timers et d’autres aspects, nous
introduisons le modele des « réseaux de Petri avec états » et une sémantique de processus
non-branchants. Ce modele est non seulement plus expressif que les MSG, mais il permet
également des spécifications plus concises. Nous nous intéressons a trois problémes de vérifi-
cation classiques sur I’ensemble des marquages accessibles par les préfixes des processus : le
caractere borné, la couverture et I’accessibilité. De plus, nous montrons que toute propriété
MSO peut étre vérifiée sur un réseau borné.

Afin de considérer des systemes paramétrés, nous introduisons également la notion de
borne semi-structurelle. Cela consiste a fixer le marquage initial d’un sous-ensemble ap-
proprié de places, puis a vérifier que le systeme est borné, quelles que soient les valeurs
des parametres. Nous montrons comment un dépliage conduit a un probléme plus facile a
vérifier.

Une caractéristique particulierement attrayante des réseaux de Petri avec états réside
dans leur représentation graphique similaire & un automate. Il est donc intéressant de dé-
crire les bugs structurels de maniére visuelle. Nous montrons comment calculer en temps

polynomial une représentation simple et concise d’un bug structurel.

Abstract

Message Sequence Charts (MSCs) are a popular model often used for the documentation
of telecommunication protocols. In the first part of the thesis, we focus on detecting pro-
cess divergence, checking global-cooperation and checking reachability properties. Our first
contribution is to use SAT solvers to solve these problems effectively.

In order to study MSC specifications with counters, timers and other features, we in-
troduce the model of Petri nets with states together with a non-branching non-sequential
process semantics. We obtain a framework that is more expressive and more concise than
MSGs. We consider then three classical verification problems for the set of markings reached
by prefixes of processes : boundedness, covering and reachability.

We consider also the notion of semi-structural property in order to study parametrized
systems. In this way, only part of the places are provided with an initial marking. Unfolding
such a system leads to a simpler problem in the form of a linear programme. Moreover, we
show that any MSO property can be verified on a bounded system.

A particularly attractive feature of MSG and PNS lies in their graphical representation
similar to an automaton. So, it is interesting to describe the bugs visually. We show how to

compute in polynomial time a simple and concise representation of a bug.
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